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Résumé — Le profil de vitesse de fissuration lors de l’amorçage de fissures sous chargement quasi-
statique est identifié via une implémentation dynamique du critère couplé. La méthode proposée repose
sur l’ajout d’une condition de continuité de la longueur et de la vitesse de fissuration entre la fin du stade
d’amorçage et le début de la propagation ultérieure de la fissure. Cela définit (i) une longueur et (ii) une
vitesse de fissure minimale que la fissure doit atteindre à l’amorçage. L’approche proposée permet alors
d’estimer la validité de l’application quasi-statique du critère couplé.
Mots clés — Critère couplé, amorçage de fissures, propagation dynamique.

1 Introduction

La propagation dynamique de fissures sous chargement quasi-statique peut être étudiée à l’aide de
la mécanique linéaire élastique de la de rupture (MLER), à partir de l’équilibre entre le taux de restitu-
tion d’énergie (TRE) dynamique et du TRE critique du matériau. Cela étend l’approche de Griffith [1]
pour prendre en compte la vitesse de propagation des fissures et les effets inertiels associés et donne les
variations de la vitesse et de la longueur de la fissure en fonction du temps [2, 3]. La caractérisation expé-
rimentale de la propagation dynamique de fissures sous un chargement quasi-statique peut être réalisée
en chargeant d’abord un échantillon jusqu’à un niveau donné avant d’introduire une fissure dans l’échan-
tillon préchargé [4, 5]. Ce type d’expériences permet d’identifier le TRE critique du matériau en se basant
sur la connaissance du TRE et sur les mesures de la vitesse de propagation de la fissure [2, 3, 6]. Une telle
configuration ne pourrait pas être obtenue avec le chargement monotone d’un échantillon pré-fissuré, de
sorte que la fissure peut être considérée comme « surchargée ». La fissure se propage alors de manière
dynamique afin de maintenir l’équilibre d’énergie, et transforme une partie de l’énergie disponible sous
forme d’énergie cinétique.

La MLER est fondée sur l’hypothèse de l’existence d’une fissure, et n’est donc pas applicable à
l’étude de l’amorçage de fissures. Dans un cadre strictement Griffithien, une fissure ne peut pas amorcer
de manière infinitésimale, mais doit franchir une barrière d’énergie qui définie une longueur minimum de
fissure susceptible se former spontanément [7]. L’amorçage de fissures fragiles peut être étudiée à l’aide
du critère couplé (CC) [8, 9], qui combine un critère en contrainte et un critère en énergie et permet
d’étudier une grande variété de problèmes d’amorçage de fissures [10, 11]. Il n’existe cependant que
quelques configurations pour lesquelles l’équilibre quasi-statique de l’énergie est strictement satisfait au
moment de l’amorçage [12]. Cela peut se produire lorsque le TRE est une fonction non monotone de
la longueur de la fissure [11, 12, 13] ou dans le cas spécifique de singularités fortes, pour lesquelles le
TRE est une fonction décroissante de la longueur de la fissure [14, 15]. Dans les autres configurations,
il est donc essentiel de prendre en compte une description dynamique qui tienne compte de la variation
d’énergie cinétique due à l’amorçage de la fissure [16]. Un élément clé nécessaire pour établir une telle
description est le profil de vitesse de la fissure lors de son amorçage, qui a une influence de premier ordre
sur le chargement à l’amorçage [16, 17, 18].

La configuration de fissures à l’amorçage peut correspondre à un cas où la fissure est « surchargée
», ce qui signifie qu’une propagation instable de la fissure se produit immédiatement après l’amorçage
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[13, 19]. La phase de propagation qui se produit immédiatement après l’amorçage peut donc être étudiée
à l’aide de la MLER. La fin de la phase d’amorçage coïncide avec le début de la propagation ultérieure
de la fissure. Il en résulte une condition de continuité de la longueur et de la vitesse de la fissure entre
ces deux phases. Ce travail vise donc à déterminer le profil de vitesse lors de l’amorçage de la fissure en
combinant (i) l’étude de l’amorçage de la fissure basée sur le CC et (ii) la propagation ultérieure de la
fissure basée sur la MLER. La méthodologie est présentée dans la Section 2 et illustrée par le cas d’étude
de l’amorçage d’une fissure dans un milieu infini soumis à une traction uniforme (Section 3).

2 Continuité de la longueur de et la vitesse de fissure

L’exemple étudié est l’amorçage d’une fissure de longueur 2ℓi dans un milieu homogène isotrope et
élastique, soumis à une contrainte de traction σ∞ (Fig. 1).

σ∞

x

y

(a)

2ℓi

σ∞

(b)

FIGURE 1 – Configurations d’étude : (a) Milieu infini soumis à une contrainte de traction (σ∞) dans
laquelle (b) une fissure de longueur 2ℓi amorce.

L’objectif est de déterminer
- Le niveau de contrainte à l’amorçage σ∞,
- La longueur d’amorçage ℓi,
- Le profil de longueur ℓ(t) ou de vitesse de fissuration v(t) = dℓ/dt.

On suppose que l’amorçage de fissure intervient dans un intervalle de temps ∆tc à partir du temps t = t0
selon un profil de vitesse caractérisé par l’exposant α et la vitesse en fin d’amorçage vc

v(t) = vc

(
t − t0
tc − t0

)α

, (1)

qui nous donne la relation

∆tc =
α+1

vc
ℓi. (2)

Les paramètres vc et α décrivant le profile de vitesse de fissures dépendent a priori du matériau et de
la géométrie étudiée. Sous chargement quasi-statique, le temps de début d’amorçage t0 = 0 s peut être
arbitrairement choisi pour simplifier les calculs. Le choix de ce profil de vitesse est arbitraire mais permet
de couvrir une large gamme de variations monotones de vitesses durant l’amorçage. Il peut être déterminé
expérimentalement à partir d’essais de fissuration instrumentés avec une caméra rapide. La méthode
proposée consiste à combiner les conditions en contrainte et en énergie du CC (Section 2.1) avec une
condition de propagation dynamique de fissure (Section 2.2) pour déterminer le profil de vitesse de
fissure à l’amorçage (Section 2.3).

2.1 Amorçage de fissures - Le critère couplé

Le CC définit l’amorçage d’une fissure dès que les conditions de contrainte en en énergie sont rem-
plies [8, 9]. La condition de contrainte compare la contrainte normale à la surface de fissure avant amor-
çage à la résistance en traction du matériau.

σyy(x,σ∞)≥ σc ∀ |x|< ℓi. (3)
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La condition en énergie découle du principe de conservation de l’énergie entre les états avant et après
l’amorçage de la fissure.

∆Wk +∆Wel +Gcℓ= ∆Wext, (4)

où Gcℓ est l’énergie de création de la surface de fissure, ℓ étant la longueur de la fissure et Gc le TRE cri-
tique du matériau. ∆Wext désigne la variation du travail des forces extérieures, ∆Wk la variation d’énergie
cinétique, ∆Wel la variation d’énergie de déformation élastique. Ces quantités sont exprimées par unité
d’épaisseur, car nous considérons un problème en 2D. La condition en énergie définit le TRE incrémental
(TREI) comme

GDYN
inc (σ∞, ℓ,v) =

∆Wext(σ∞, ℓ,v)−∆Wel(σ∞, ℓ,v)−∆Wk(σ∞, ℓ,v)
ℓ

≥ Gc. (5)

Le TREI correspond donc à la variation d’énergie normalisée par l’incrément de surface de fissure. Il
est obtenu à partir d’un bilan d’énergie pour un incrément fini de fissure, et est donc adapté à traiter
des cas d’amorçage de fissures. C’est une version incrémentale du TRE (ce dernier étant obtenu pour un
incrément infinitésimal de fissure). Le TREI s’exprime en fonction du TRE comme

GDYN
inc (σ∞, ℓ,v) =

1
ℓ

∫ ℓ

0
GDYN(σ∞, ℓ,v)dℓ. (6)

Dans la suite, nous supposons que Gc est une constante, bien qu’un TRE critique dépendant de la vitesse
de fissuration puisse également être envisagé [5]. Pour un profil de vitesse de fissuration donné v(t),
la résolution du CC consiste à déterminer la contrainte appliquée σ∞ et la longueur de fissure ℓi pour
lesquelles les conditions en contrainte et en énergie sont satisfaites.

2.2 Propagation dynamique de fissures

La propagation dynamique d’une fissure à une vitesse donnée dissipe une partie de l’énergie dispo-
nible en énergie cinétique, de sorte que plus la vitesse de la fissure est élevée, plus le TRE dynamique
GDYN est faible. Par exemple, le TRE dynamique d’une fissure de longueur ℓ se propageant à une vitesse
v dans un milieu infini soumis à une contrainte de traction σ∞ peut être exprimé comme une fonction du
TRE quasi-statique GQS et d’une fonction g(v) comme suit [6, 20]

GDYN(σ∞, ℓ,v) = g(v)GQS(σ∞, ℓ)≈ (1− v/vlim)GQS(σ∞, ℓ), (7)

où vlim est la vitesse maximale de fissuration qui peut être égale à la vitesse des ondes de Rayleigh cR [6,
20, 3], inférieure à cR [2] ou même la dépasser en présence de non-linéarités géométriques [21]. On peut
noter que la relation entre GDYN et GQS n’est pas forcément une fonction linéaire de la vitesse de fissure
normalisée selon la géométrie étudiée [22, 23, 24] et peut être identifiée à partir de simulations numérique
de la propagation dynamique de la fissure [25, 16, 26, 5]. La condition de propagation dynamique

GDYN(σ∞, ℓ,v) = Gc (8)

fournit une équation différentielle à résoudre pour déterminer le profil de vitesse de propagation d’une
fissure. Par exemple, le TRE pour une fissure de longueur 2ℓ dans un milieu infini soumis à une traction
est donné par GQS(σ∞,2ℓ) = π

1−ν2

E σ2
∞ℓ, ce qui donne à partir des Eqs. (7) et (8)

π
1−ν2

E
σ

2
∞ℓ(t)(1− v(t)/vlim) = Gc. (9)

Pour une contrainte appliquée σ∞, la vitesse de propagation de la fissure augmente de façon monotone
jusqu’à la vitesse maximale vlim à mesure que la longueur de la fissure augmente afin de maintenir la
condition d’équilibre d’énergie donnée dans l’Eq. (9). La condition de propagation dynamique de la
fissure établit donc une relation entre la contrainte appliquée, la longueur et la vitesse de la fissure.
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2.3 Combinaison des trois conditions

L’aspect central de l’approche proposée consiste à garantir la continuité de la longueur et de la vitesse
de la fissure entre la fin de l’amorçage et le début de la propagation ultérieure. Cette condition garantit
l’équilibre d’énergie à tout instant. L’amorçage de la fissure nécessite que trois conditions soient rem-
plies. En plus des conditions en contrainte (Eq. (3)) et en énergie (Eq. (5)) du CC, la troisième condition
est liée à la propagation dynamique de la fissure après l’amorçage (Eq. (8)). Cette condition s’applique
donc à la configuration de la fissure à la fin de l’amorçage : contrainte appliquée σ∞, longueur de fissure
ℓi et vitesse de fissure vc. La détermination du profil de vitesse de fissure d’amorçage est menée selon les
étapes suivantes

- la condition de contrainte (Eq. (3)) fournit, pour une longueur de fissure d’amorçage ℓi, la contrainte
minimale à appliquer σ∞ ;

- ensuite, la condition de propagation (Eq. (8)) fournit, pour ℓi et σ∞ donnés, la vitesse de fissura-
tion à la fin de l’amorçage vc ;

- enfin, la condition en énergie (Eq. (5)) appliquée pour ℓi, σ∞ et vc donnés, permet de déterminer
l’existence d’un profil de vitesse de fissure d’amorçage admissible v(t) et l’exposant correspon-
dant α.

3 Amorçage de fissures dans un milieu infini en traction

L’approche proposée est illustrée dans le cas de l’amorçage d’une fissure dans un milieu infini (maté-
riau isotrope, linéaire élastique, module de Young E, coefficient de Poisson ν) soumise à une contrainte
de traction σ∞ (Fig. 1). L’objectif est de déterminer la contrainte appliquée et la longueur de fissure
à l’amorçage, ainsi que le profil de vitesse de fissuration pendant l’amorçage. Dans des conditions de
propagation quasi-statiques, le TRE d’une fissure de longueur 2ℓ est donné par

GQS(σ∞,2ℓ) = π
1−ν2

E
σ

2
∞ℓ. (10)

LE TRE dynamique s’exprime en fonction de GQS et de la vitesse de la fissure comme

GDYN(σ∞,2ℓ,v)≈
(

1− v(t)
vlim

)
GQS(σ∞,2ℓ) = π

1−ν2

E
σ

2
∞ℓ

(
1− v(t)

vlim

)
. (11)

L’amorçage d’une fissure requiert que soient remplis (i) le critère de contrainte, (ii) le critère en énergie
et (iii) la continuité de la longueur et de la vitesse de fissuration entre la fin de l’amorçage et le début de
la propagation post-amorçage.

3.1 Critère en contrainte

Avant l’amorçage, la contrainte de traction dans le milieu est constante et égale à la contrainte ap-
pliquée σ∞. Quelle que soit la longueur de la fissure d’amorçage, la contrainte appliquée doit donc être
moins égale à σc pour satisfaire au critère de contrainte

σ∞(ℓi)≥ σc. (12)

3.2 Condition de propagation

L’étape suivante consiste à déterminer la vitesse de fissuration vc à la fin de l’amorçage (i.e., t = tc).
A t = tc, la propagation de la fissure s’effectue à partir d’une longueur 2ℓi, avec une vitesse de pointe
de fissure vc = (α+1)ℓi/∆tc. La condition de propagation d’une telle fissure est GDYN(σ∞,2ℓi,vc) = Gc,
qui donne, en se basant sur l’Eq. (11)

π
1−ν2

E
σ

2
∞ℓi

(
1− vc

vlim

)
= Gc. (13)
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la vitesse minimale de fissuration à la fin de l’amorçage peut donc être exprimée en fonction de la
longueur d’Irwin ℓmat =

EGc
(1−ν2)σ2

c
comme suit

vc

vlim
≥ 1− ℓmat

πℓi
. (14)

Cette condition fournit une limite inférieure pour la longueur de fissure à l’amorçage, donnée par ℓi ≥
ℓmat/π,. Celle-ci correspond à une fissure amorçant de manière quasi-statique (vc = 0), sans dissipation
d’énergie due aux effets inertiels.

3.3 Critère en énergie

Le critère en énergie permet de déterminer les configurations pour lesquelles l’équilibre d’énergie
correspondant à l’amorçage de la fissure est satisfait. La condition en énergie du CC s’écrit GDYN

inc (σ∞,2ℓi,∆tc)=
Gc où

GDYN
inc (σ∞,2ℓi,∆tc) =

1
ℓi

∫ ℓi

0
GDYN(σ∞,2ℓ,v)dℓ=

1
ℓi

∫ ℓi

0
π

1−ν2

E
σ

2
∞ℓ

(
1− v

vlim

)
dℓ, (15)

En substituant v= dℓ/dt par l’expression donnée dans Eq. (1), et avec la condition de contrainte σ∞ = σc,
on obtient

GDYN
inc (σc,2ℓi,∆tc) =

π(1−ν2)σ2
c

E
∆tcvc (vlim(3α+2)−2vc(α+1))

2vlim(α+1)(3α+2)
. (16)

Cela permet d’obtenir l’exposant du profil de vitesse α en fonction de la longueur de fissure initiale ℓi,
en utilisant Eqs. (2) et (14).

α =
2(1− vc/vlim)

4vc/vlim −3
=

2
πℓi/ℓmat −4

. (17)

Cette condition définit une limite inférieure pour la longueur de fissure d’amorçage ℓi ≥ 4
π
ℓmat qui est

supérieure à la longueur de fissure initiale quasi-statique ( 1
π
ℓmat) déterminée par la condition de propa-

gation donnée dans la Section 3.2. La variation de l’exposant α dans le profil de vitesse avec la longueur
normalisée de la fissure d’amorçage est présentée dans la Fig. 2a. Elle diminue avec l’augmentation de la
longueur de la fissure d’amorçage et tend vers l’infini lorsque la longueur de la fissure d’amorçage tend
vers sa limite inférieure définie par Eq. (17). On peut en réalité montrer que l’exposant α a une influence
relativement limitée sur les profils de longueurs de vitesse obtenus [27]. Sa détermination est en revanche
cruciale car elle permet de définir la borne inférieure de longueurs de fissures admissibles (Fig. 2a), et
ainsi la vitesse minimale que la fissure doit atteindre à la fin de l’amorçage (Fig. 2b).
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FIGURE 2 – (a) Exposant du profil de vitesse en fonction de la longueur normalisée de la fissure initiale
et (b-c) Vitesse à la fin de l’amorçage de la fissure vc en fonction (b) de la longueur normalisée de la
fissure initiale. Les zones hachurées correspondent aux longueurs de fissure pour lesquelles l’amorçage
de la fissure ne peut pas se produire car l’équilibre d’énergie n’est pas respecté.

La Fig. 2b montre la variation de la vitesse normalisée de la fissure à la fin de l’amorçage en fonction
de la longueur normalisée de la fissure d’amorçage (voir Eq. (14)). La zone hachurée dans la Fig. 2b
correspond à des longueurs inférieures à 4

π
ℓmat pour lesquelles le critère en énergie n’est pas rempli. Le

respect de l’équilibre d’énergie lors de l’amorçage implique donc la définition d’une vitesse minimale
vc ≥ 3

4 vlim que la fissure doit atteindre à la fin de l’amorçage.
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3.4 Comparaison avec les résultats expérimentaux

Des essais de traction monotone sont réalisés sur sept échantillons de papier laser Tecnopro de
80 g/m2 à l’aide d’une machine d’essai Tilnius (vitesse de déplacement 1 mm/min, cellule de force
de 500 N). Les dimensions des échantillons sont de 80 + 1 mm (longueur) × 30 + 1 mm (largeur)
× 109 + 3 µm (épaisseur). Les propriétés du matériau dans la direction testée sont les suivantes : E =
2000 MPa, ν = 0.3, ρ = 800 kg/m3, Gc = 4.8 kJ/m2 et σc = 42.5 MPa. L’amorçage et la propagation de
fissures sont enregistrés par une caméra Phantom-T4040 avec une résolution de 512 pixels × 320 pixels
à 92538 images par seconde (Fig. 3a). Le trajet de la fissure est plutôt sinueux que rectiligne, ce qui est

10 mm

1

2

3

(a)

Expériences1

2

3

Longueur 
d'amorçage

L
on

gu
eu

r 
de

 F
is

su
re

 (
m

m
)

Temps (µs)

(b)

FIGURE 3 – (a) Observations de l’amorçage et de la propagation d’une fissure dans un échantillon de pa-
pier soumis à un chargement de traction et (b) variation de la longueur de la fissure en fonction du temps
mesurée expérimentalement (les barres d’erreur correspondent aux longueurs minimales et maximales
mesurées pour les sept échantillons testés) et obtenue avec l’approche proposée pour vlim = 0.6cR.

dû à l’hétérogénéité locale du matériau. Ces déviations locales de la fissure donne une longueur effective
d’environ 1.6 fois la largeur de l’échantillon. La longueur de fissure considérée dans le modèle (sans
tortuosité) varie entre 0 et la largeur de l’échantillon. Si la fissure tortueuse peut atteindre une vitesse
maximale, par exemple cR, la vitesse maximale d’une fissure droite équivalente est donc cR/1.6 ≈ 0.6cR.
La Fig. 3b montre la variation de la longueur de la fissure mesurée expérimentalement et obtenue avec
l’approche proposée pour une vitesse limite vlim = 0.6cR. La courbe en pointillée suit le profil de vitesse
donné en Eq. (1) jusqu’à la longueur d’amorçage. La longueur de fissure d’amorçage prévue atteint en-
viron 8 mm en 39 µs, ce qui est légèrement supérieur à la longueur de fissure mesurée sur l’image #1
dans Fig. 3a. A la fin de l’amorçage, la fissure atteint une vitesse de 0.75vlim (voir Fig. 2b), soit 0.45cR,
puis accélère pour atteindre sa vitesse limite durant la phase de propagation suivant l’amorçage (pour
t > 39 µs). Le profil de vitesse de fissure prévu par le modèle semble compatible avec les observations
expérimentales.

4 Conclusion

Le fait de garantir la continuité de la longueur et de la vitesse de la fissure entre la fin de l’amorçage
et le début de la propagation ultérieure de la fissure définit

- Une longueur minimale admissible de la fissure d’amorçage qui correspond à celle obtenue dans
des conditions quasi-statiques (c’est-à-dire pour une vitesse de fissure suffisamment faible).

- Une vitesse minimale que la fissure doit atteindre à la fin de l’amorçage. Cette vitesse minimale
de fissure dépend de la géométrie. Elle est de 0.75cR pour un milieu infini sans fissure initiale.

Au delà de la détermination du profil de vitesse de fissuration lors de l’amorçage, un intérêt de
l’approche proposée est la possibilité d’estimer si les effets inertiels doivent être pris en compte ou non
dans l’analyse de la phase d’amorçage de la fissure. En d’autres termes, elle permet d’évaluer la validité
de l’application quasi-statique du CC.
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