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Résumé — Ce travail vise a développer une méthodologie numérique permettant de coupler la variante
de la base décalée de la méthode des éléments finis étendus (XFEM) avec une intégration temporelle
purement explicite. On s’intéresse plus particulierement ici a reproduire I’endommagement et la rupture
ductile de structures métalliques dans le contexte des grandes transformations. La méthodologie est ap-
pliquée a des structures typiques de laboratoire et montre de bons résultats. A terme, 1’objectif est de
pouvoir résoudre des problemes industriels complexes de grandes dimensions (aéronefs, batiments de
surface, ...) dans un contexte de dynamique transitoire (chocs, explosions, impacts, ...).

Mots clés — XFEM, grandes transformations, dynamique, intégration temporelle explicite, rupture duc-
tile.

1 Introduction

Ce travail présente une extension a des problemes de dynamique transitoire de la méthodologie

unifiée tri-dimensionnelle développée dans [5, 6] et basée sur la méthode des éléments finis étendus
(XFEM). La premicre étape, qui est celle présentée dans ce travail, est le développement de la métho-
dologie afin de permettre le couplage entre la variante de la base décalée de la XFEM (SBXFEM) et un
schéma d’intégration temporelle purement explicite. On s’intéresse notamment a la méthode de diagona-
lisation de la matrice de masse enrichie (au sens de la SBXFEM), procédure qui n’est pas aussi triviale
que dans le cas de la méthode des éléments finis standard. Une méthode originale de diagonalisation de
la matrice de masse cohérente est donc proposée et étudiée.
Dans la Sec.2, le processus de rupture ductile retenu dans cette étude ainsi que les choix de modélisation
réalisés sont présentés. Le traitement numérique de la discontinuité forte (macro-fissure) et la technique
de diagonalisation de la matrice de masse associée pour traiter le probléme avec un schéma de résolution
temporelle explicite sont présentés dans la Sec.3. Finalement, dans la Sec.4, un cas d’application 1D de
la technique de diagonalisation de la matrice de masse enrichie proposée est présenté, avant d’appliquer
la méthodologie numérique complete a un essai sur une éprouvette de type CT.

2 Description du comportement du matériau

2.1 Scénario de ’endommagement et de la rupture ductile

Il est généralement admis que la rupture ductile, processus intervenant plus ou moins tardivement
apres le début de la plastification du matériau, est composée de 3 phases : (i) endommagement diffus
par germination et croissance de cavités, (ii) localisation de I’endommagement dans une fine bande,
(iii) coalescence des vides et apparition d’une fissure macroscopique. Dans le cadre de ce travail, nous
considérons une transition instantanée entre I’endommagement diffus et 1’apparition / propagation de la
fissure [7].



2.2 Plasticité micro-poreuse diffuse

Le potentiel de plasticité micro-poreuse de GTN [6] est utilisé pour modéliser les conséquences de
I’endommagement diffus par micro-cavitation :
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O, représente la contrainte équivalente de Von Mises, p,, la pression, f la porosité et (g1, g2) des
constantes adimensionnelles. La contrainte d’écoulement G, est modélisée par une loi de type Voce

(écrouissage isotrope) :

Gy = 60 + G (1 —exp (—bK))P, 2)

avec Oy la taille initiale du domaine élastique, G.. la contrainte d’écrouissage & saturation, k la défor-
mation plastique cumulée et (b, B) des coefficients adimensionnels.

2.3 Critere de transition et direction de propagation de la macro-fissure

Le critére de transition de I’endommagement diffus vers la macro-fissuration est basé sur une porosité
critique f, dans 1’élément.

Concernant la direction de propagation de la fissure, le taux de triaxialité des contraintes 7 = —p,,/Geq
est utilisé afin de représenter la compétition entre rupture en mode I et rupture en mode II. Si T est au
dessus d’une valeur critique notée T;,4,, la rupture est en mode I et la normale a la bande de propagation
est déterminée comme celle permettant de maximiser la contrainte normale

Gp=n'Gn 3)
Dans le cas contraire, la rupture est en mode II, et le plan maximisant Tjjs, , | est conservé
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ol ||Ang, || est équivalent a un saut virtuel du déplacement de la bande de propagation a I’amorgage de la
fissuration. Plus de détails sont donnés dans [5].

3 Traitement numérique de la fissure

3.1 Description d’une discontinuité par la XFEM

La méthode des éléments finis étendus est utilisée dans le cadre de ce travail afin de représenter
les conséquences cinématiques de la discontinuité induite par la présence d’une macro-fissure dans la
structure [8]. Pour ce faire, les noeuds des éléments traversés par la fissure sont enrichis avec des degrés
de liberté (ddl) additionnels. L’interpolation du champs de déplacement au sein d’un élément enrichi
s’écrit ici

Nnoeuds Pnoeuds
u@)= Y, NMie+ Y, NxB (), )
i J
ou u est le champs de déplacement interpolé au point x, 72,0445 €St le nombre de nceuds de I’élément,
Proeuds €St le nombre de nceuds enrichis de I’élément, N est la matrice des fonctions d’interpolation,
o et B sont les degrés de libertés standards et additionnels et y(x) est la fonction d’enrichissement de
I’élément.

Dans le cadre de ce travail, on considere la variante de la base décalée de la XFEM [3] (SBXFEM).

La fonction d’enrichissement est donc définie telle que

V(@) = H(x) - H (6)

ol H est la fonction de Heaviside qui vaut —0.5 en-dessous de la discontinuité et +0.5 au-dessus et H;
la valeur de cette fonction au nceud j.



3.2 Diagonalisation de la matrice de masse enrichie
3.2.1 Criteres de diagonalisation

Il est courant lors du traitement de problemes de dynamique transitoire avec un schéma d’intégration
temporelle explicite d’utiliser une matrice de masse diagonalisée M au lieu de la matrice de masse dite
cohérente M. En effet, via ’annulation des termes non-diagonaux et I’accumulation de la masse sur la
diagonale de la matrice de masse, il est possible d’augmenter le pas de temps critique (et donc de ré-
duire les temps de calcul), de simplifier I’inversion de la matrice en la traitant comme un vecteur, et de
découpler les équations du mouvement, simplifiant donc la résolution du systéme [2]. La technique la
plus couramment utilisée dans le cadre de la méthode des éléments finis standard est la technique de la
sommation des colonnes. Celle-ci consiste simplement a sommer les composantes des colonnes de la
matrice et d’appliquer le résultat sur le terme diagonal (cette procédure est réalisée colonne par colonne).
Les termes non-diagonaux sont quant a eux fixés a 0. De ce fait, la conservation de la masse est respectée.

La diagonalisation de la matrice de masse enrichie dans le cadre de la variante de la base décalée de
la XFEM (SBXFEM) est cependant plus complexe. En effet, comme expliqué dans [1], pour assurer la
conservation de 1’énergie cinétique et de la masse du systeme, il est nécessaire de s’assurer pour chaque
direction que : (i) la somme des termes de la partie standard de M soit égale a la masse de 1’élément m
et, (i1) que la somme des termes de la partie enrichie soit nulle, soient :
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ot M@ et M®) correspondent aux parties standard et enrichie de M.
Le second probleme est 1ié a 1’utilisation d’un schéma d’intégration purement explicite. Il est en effet
nécessaire que tous les termes de la diagonale soient strictement positifs.

Il y a donc une incompatibilité entre le fait que tous les termes de la diagonale de la matrice de masse
doivent étre strictement positifs et que la somme des termes de la partie enrichie soit nulle.

3.2.2 Technique de diagonalisation

On propose ici une technique de diagonalisation de la matrice de masse enrichie compatible avec
un schéma d’intégration purement explicite et permettant de minimiser 1’erreur induite par la non-
conservation de 1’énergie cinétique [9]. La technique traite indépendamment les parties standard et addi-
tionnelle de la matrice de masse : (i) La masse de chaque sous-volume est distribuée sur les ddl standards

liés a ses noeuds respectifs, en s’assurant de respecter la condition liée a M de I’Eq.7. (ii) La masse
de tout I’élément multipliée par un facteur adimensionnel k est distribuée sur les ddl additionnels, indé-
pendamment de la position des noeuds par rapport a la fissure. Le processus de diagonalisation de M est
donc
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V™ et VT correspondent respectivement aux sous-volumes de I’élément enrichi en dessous et au dessus
de la discontinuité (voir la Fig.1), n~ et n™ aux nombres de nceuds se trouvant dans chaque sous-volume,

s est défini tel que s = — et k est donc un coefficient adimensionnel, strictement positif et calibré

numériquement. Ainsi, la technique de diagonalisation de la matrice de masse enrichie introduit un co-



FIGURE 1 — Elément fini XFEM avec une discontinuité.

efficient k, adimensionnel et strictement positif, dont le rle est : (i) de s’assurer que tous les termes de
la matrice soient positifs, et (ii) que 1’erreur introduite via le non-respect du critere donné par I’Eq.7 soit
négligeable.

4 Application numérique

4.1 Cas 1D élastique-linéaire

Afin de quantifier 'impact de la technique de diagonalisation de la matrice de masse enrichie pro-
posée, un cas 1D en élasticité-linéaire en appliquant 1I’hypothese des petites perturbations est considéré :
une barre 1D est discrétisée par 3 éléments finis de longueur L, et une discontinuité forte est introduite
dans I’élément central a une position s dans le repere de I’élément, avec 0 < s < 1. La barre est soumise a
une vitesse initiale V;, sur son nceud extérieur gauche, voir Fig.2. De ce fait, il est possible de représenter
le cas équivalent par la méthode des éléments finis standard. L’ objectif est de faire varier la valeur donnée
au coefficient k de I’Eq.8 et de comparer les résultats obtenus entre le cas enrichi (appelé XFE et utilisant
la SBXFEM avec la technique de diagonalisation de M proposée) et le cas standard (appelé FE, utilisant
la FEM et servant de référence). On considérera de plus différentes positions s de la discontinuité dans
I’élément central. Le Tab.1 référence les différentes configurations testées pour chaque valeur de s.

On considere un matériau défini par son module d’élasticité £ =210 000 MPa, son coefficient de Pois-

Configuration valeur de k

FE -
XFE-k1 1

XFE-k2 10T
XFE-k3 1074

TABLE 1 — Différentes configurations testées pour le cas 1D et les valeurs du coefficient k associées.
son 0.33 et sa masse volumique p = 7800 kg.m>. La vitesse initiale appliquée est V;, = —10 m.s~'.
Implémentée dans un code Python, un schéma d’intégration explicite est considéré pour 1’intégration
temporelle des équations du mouvement. Dans le cas standard utilisant la FEM, une matrice de masse
diagonalisée suivant I'Eq.8 telle que M = MY est utilisée.

La Fig.3 présente, pour les différentes positions s considérées de la discontinuité, les déplacements des
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FIGURE 2 — Représentation schématique du probléme modélisé (gauche).

levres de la fissure de I’élément enrichi, ainsi que du nceud équivalent du cas standard FEM pour diffé-
rentes valeurs de k. Pour les différentes positions considérées de la fissure, le déplacement de la levre de



gauche de la fissure du cas enrichi (utilisant la SBXFEM) converge vers celui du nceud équivalent du cas
standard FEM quand la valeur de k£ diminue. La m&me observation est faite vis-a-vis du déplacement de
la levre de droite de la fissure qui reste bien nul quand & est suffisamment faible. Ainsi, a I’échelle de
I’élément (ot quand la fraction d’éléments enrichis est grande), il est nécessaire, comme établi dans [9],
de faire tendre le coefficient k vers O pour assurer la validité de la solution.
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FIGURE 3 — Déplacements des Ievres de la fissure du cas enrichi et du nceud équivalent du cas standard
(droite) pour différentes valeur de k et s.

4.2 Cas 3D élasto-plastique endommageable

La méthodologie numérique tri-dimensionnelle présentée précédemment a été implémentée dans le
logiciel de calculs par éléments finis Abaqus via un élément utilisateur (VUEL). Afin de vérifier la
validité du modele, la méthodologie a également été implémentée dans une UEL qui utilise un schéma
de résolution temporelle implicite, avec dans ce cas, k = 0 (voir Eq.8). Des simulations d’essais de
traction dynamiques sur des éprouvettes de type CT (voir Fig.4) sont réalisées. L’ objectif est de vérifier
la validité de la méthode de diagonalisation de la matrice de masse utilisée avec un schéma de résolution
temporelle explicite et de quantifier I’impact du coefficient k intervenant dans la partie enrichie de la
matrice de masse.

Les propriétés matériau considérées ainsi que les criteres d’amorcgage et de propagation de la fissure
utilisés sont présentés dans le Tab.2.

E[MPa] | v | plkg/m3] | qr=¢q2 | 0o[MPa] | 0. [MPal | b | B | fcl%] | Than
210000 | 0.33 7 800 1 360 500 25107 3 0.57

TABLE 2 — Propriétés matériau et parametres de propagation de la fissure

Dans le cas de I'utilisation d’un schéma d’intégration temporelle implicite, il est possible d’utiliser
la matrice de masse diagonalisée de I’Eq.8 avec k = 0. De ce fait, cette derniere est bien conditionnée et
les résultats obtenus avec le schéma implicite seront considérés ici comme références. Comme expliqué
dans [9], lors de I’utilisation d’un schéma explicite avec la technique de diagonalisation de la matrice de
masse enrichie proposée, tant que le nombre d’éléments enrichis reste faible devant le nombre d’élément
total du maillage, il est possible d’utiliser k ~ 1 (qui est considérée comme une haute valeur du coeffi-
cient). Dans cette étude, on considere k = 1 et k =0.1.



L’éprouvette de la Fig.4 possédant une symétrie suivant I’axe z, uniquement la moitié a été modélisée.
Concernant le maillage de 1’éprouvette, une taille de maillage globale de 0.92 mm est utilisée, et un
raffinement dans la zone d’intérét est appliqué (voir Fig.5) :

1. Maillage M1 : 0.92 mm de taille de maille dans la zone raffinée (3 éléments dans 1’épaisseur de
I’éprouvette).

2. Maillage M2 : 0.46 mm de taille de maille dans la zone raffinée (6 éléments dans I’épaisseur de
I’éprouvette).

3. Maillage M3 : 0.32 mm de taille de maille dans la zone raffinée (9 éléments dans I’épaisseur de
I’éprouvette).

(1)
40
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FIGURE 4 — Représentation schématique de I’éprouvette de type CT considéré pour les essais de traction.
Les dimensions sont données en millimetres.

(a) (b) (€)

FIGURE 5 — Maillages utilisés pour 1’étude. (a) M1, (b) M2, (c) M3.

Les efforts de réaction obtenus en implicite (k = 0) et en explicite pour k = 1 et k = 0.1 sont présentés sur
la Fig.6 pour les trois maillages considérés. Afin de visualiser plus aisément la tendance des courbes, un
lissage est effectué. Le Tab.3 référence les instants d’amorgage de la fissure pour les différents maillages
considérés. On notera que I’instant d’amorgage est indépendant de la valeur du coefficient k car il il se
base uniquement sur la valeur de la porosité f avant I’enrichissement du premier élément du maillage.
Méme si la convergence de la solution au maillage n’est pas effectuée ici, pour un maillage donné les
trois valeurs du parametre k testées, k = 0 (implicite), k = 1 et k = 0.1 (explicite), permettent d’obtenir
des résultats similaires en termes (i) de tendances, et (ii) d’ordres de grandeur.

Considérant seulement le maillage le plus fin (maillage M3), on peut voir sur la Fig.7, les champs de
porosité au niveau du front de fissure pour les trois cas d’étude. On peut remarquer que la distribution
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FIGURE 6 — Efforts de réaction (gauche) et efforts de réaction lissés (droite) au cours du temps pour
k = 0 (implicite), k = 1 et k = 0.1 (explicite). Le rectangle hachuré noir représente la plage temporelle
d’amorgage de la fissuration pour les différents maillages.

Maillage tumnorcage [1S]

M1 175
M2 125
M3 115

TABLE 3 — Instants d’amorcage de la fissure pour les différents maillages considérés.

de la porosité ainsi que le chemin de propagation de la fissure est le méme pour les trois solutions.
On notera que que la longueur de fissure présenté ici est d’environ 4.5 mm, soit ~ 1/4 de la taille du
ligament. Finalement, les temps de calcul normalisés pour chaque maillage sont présentés sur la Fig.8.

Porosity - t = 350 us Porosity - t = 350 us Porosity - t = 350 us
0.02 0.04 0.02 0.04 0.02 0.04
| — | — | —

FIGURE 7 — Champs de porosité dans I’éprouvette a la fin du calcul (+ = 350 us). £k = 0 (implicite)
(gauche), k = 1 (milieu), k = 0.1 (droite).

Pour chaque maillage, les temps sont normalisés par rapport au calcul explicite avec k = 1 qui était le
plus rapide dans toutes les configurations. la Fig.8 met bien en avant I’intérét de I’utilisation d’un schéma
purement explicite par rapport a un schéma implicite pour le type de probleme considéré ici, de méme
que I'utilisation d’une haute valeur de k (le facteur k ayant un impact direct sur le pas de temps critique,
voir [9]).

5 Conclusion

Ce travail porte sur le couplage de la variante de la base décalée de la méthode des éléments finis
étendus (SBXFEM) avec un schéma d’intégration temporelle explicite afin de pouvoir résoudre, de ma-
niere efficace d’un point de vu numérique, des problemes de forte complexité (grandes déformations et
rotations, non-linéarités matérielles, traitement de la fissuration, ...) en dynamique transitoire. Une mé-
thode originale pour la diagonalisation de la matrice de masse enrichie a été proposée. Celle-ci se base
sur un coefficient adimensionnel k introduit dans la partie enrichie afin de chercher a minimiser I’erreur
liée a I’introduction de masse non-physique, tout en permettant 1’utilisation d’un schéma temporelle ex-
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FIGURE 8 — Temps de calcul normalisés par celui de k = 1 pour les différents maillages considérés.

plicite pour I’intégration des équations du mouvement.

La technique a été implémenté via un élément utilisateur dans le code de calculs par éléments finis
Abaqus, en implicite et en explicite, et des essais de traction dynamique sur des éprouvettes ont été réali-
sés. Ces essais ont montré que la technique permet, avec 1’utilisation d’un schéma explicite, de correcte-
ment reproduire les résultats de la solution de référence (ici la solution obtenue avec le schéma implicite
pour lequel M est correctement conditionnée). De plus, dans le cas considéré, on constate qu’une valeur
élevée de k n’influence pas négativement la solution.

Les développements futurs porteront sur 1’ajout des phénomenes d’auto-échauffement du matériau
dus a la dissipation plastique, ainsi que sur la prise en compte des effets micro-inertiels [4] dans la loi
constitutive du matériau.
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