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Résumé — Dans cette étude, nous proposons une approche nouvelle pour décrire la refermeture
de fissures approximées par un modèle d’endommagement à gradient, même en cas de mouvement
relatifs importants des lèvres de la fissure.

Nous introduisons une surface de nucléation fermée conduisant à un endommagement à la fois
en traction et compression. Au comportement du matériau, un comportement dit de troisième
corps est ajouté pour traiter la refermeture des fissures.

Mot clés Modèle d’endommgement à gradient, troisième corps, refermeture de fissures.

Introduction
La simulation des pastilles de combustibles nucléaires nécessite de décrire la nucléation, la pro-
pagation et la refemeture d’un réseau complexe de fissures dû aux sollications extrêmes subies
par le matériau, induit notamment, en début de vie, par de forts gradients thermiques.

Les modèles d’endommagement à gradient offrent un cadre intéressant pour décrire ces diffé-
rentes phases, à l’exception de la phase de refermeture: lors de la simulation de la fragmentation
d’une pastille lors de la première montée en puissance, des difficultés de convergence du pro-
blème d’équilibre mécanique sont apparues et ont été attribuées aux grands mouvements relatifs
possibles entre les lèvres des fissures formant les fragments (1).

En effet, ces modèles introduisent communément une décomposition de l’énergie libre élastique
pour décrire la différence de comportement entre traction et compression. Les différentes décom-
positions proposées dans la littérature interdisent généralement l’endommagement du matériau
en compression, la surface de nucléation n’étant pas bornée, au moins pour un chargement sphé-
rique en compression. Par ailleurs, aucune ne semble totalement satisfaisante, même s’il a été
montré théoriquement et numériquement que certaines d’entre elles avaient le comportement at-
tendu pour des situations de chargements spécifiques. Toutes ont cependant le défaut d’être par
essence limitées à de petites transformations et donc de faibles mouvements relatifs des lèvres
de fissures.
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Dans ce papier, nous introduisons, en section 1, le cadre des modèles d’endommagement utilisés
et une surface de nucléation fermée conduisant à un endommagement à la fois en traction et
compression.

En section 2, nous décrivons comment l’introduction d’un troisième corps permet de traiter
le phénomène de contact unilatéral et les régularisations possibles rendant cette approche nu-
mériquement robuste. L’implémentation que nous avons réalisée est vérifiée par comparaison à
différents cas de la littérature.

La section 3 propose de superposer un troisième corps au matériau endommageable. Nous mon-
trons ensuite sur deux cas simples que cette approche permet de décrire la propagation et la
refermeture de fissures même en cas de mouvements relatifs importants des lèvres de la fissure.

Environnement logiciel

Les simulations numériques présentées ont été réalisées avec le solveur Manta (2),
couplé au générateur de code MFront (3) pour l’implémentation des comportements
mécaniques endommageables, de troisième corps et micromorphes.

1 Modèles d’endommagement micromorphe, surface de nucléa-
tion

Cette section décrit la classe des modèles d’endommagement à gradient considérés dans cette
étude avec une attention particulière à la description de la surface de nucléation.

1.1 Cadre général
Les modèles d’endommagement à gradient considérés dans cette étude peuvent être décrits par
le lagrangien incrémental suivant (4):

ℒ(𝑢⃗⋆,𝑑⋆) = ∫
Ω

[𝜓(𝜖(𝑢⃗⋆) ,𝑑⋆,∇𝑑⋆)+Δ𝑡𝜙(𝑑 −𝑑|𝑡
Δ𝑡 )] d𝑉 −∫

𝜕Ω𝑇

⃗𝑇 ⋅ 𝑢⃗⋆ d𝑆

où:

• 𝜓 est l’énergie libre,
• 𝜙 est le potentiel de dissipation,
• Δ𝑡 est l’incrément de temps considéré,
• 𝑑|𝑡 est le champ d’endommagement en début de pas,
• ⃗𝑇 désigne le vecteur des forces imposées sur la frontière 𝜕 Ω𝑇 ,
• 𝜖 désigne une mesure de déformation,
• 𝑢⃗⋆,𝑑⋆ désignent l’ensemble des champs de déplacements et d’endommagements admissibles.

Le potentiel de dissipation 𝜙 est supposé être une fonction positivement homogène de degré 1
pour décrire un matériau indépendant du temps, ce qui permet d’éliminer l’incrément de temps
de l’expression du Lagragien:

Δ𝑡𝜙(𝑑⋆ − 𝑑|𝑡
Δ𝑡 ) = 𝜙(𝑑⋆ − 𝑑|𝑡)

Ce potentiel de dissipation ne contient ici qu’une fonction indicatrice imposant l’irréversibilité
de l’endommagement:

𝜙( ̇𝑑) = Iℝ+
( ̇𝑑)

Les champs de déplacements et d’endommagement solutions minimisent ce Lagrangien:

(𝑢⃗|𝑡+Δ𝑡 , 𝑑|𝑡+Δ𝑡) = argmin
𝑢⃗⋆∈𝐶.𝐴.

ℒ(𝑢⃗⋆,𝑑⋆)
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1.2 Approximation micromorphe des modèles d’endommagement à gradient
Les modèles d’endommagement précédents peuvent être approximés par des modèles micro-
morphes introduisant une variable supplémentaire, l’endommagement micromorphe 𝑑𝜒 dérivant
d’un nouveau Lagragien incrémental (4):

ℒ(𝑢⃗⋆,𝑑⋆,𝑑⋆
𝜒) = ∫

Ω
[𝜓(𝜖⋆,𝑑⋆,𝑑⋆

𝜒,∇𝑑⋆
𝜒)+Δ𝑡𝜙(𝑑 − 𝑑|𝑡

Δ𝑡 )] d𝑉 −∫
𝜕 Ω𝑇

⃗𝑇 ⋅ 𝑢⃗⋆ d𝑆

Cette approche a essentiellement pour vertu de minimiser les développements informatiques et
permet, par une unique implémentation éléments finis d’approximer, dans un cadre variationnel
strict, la majorité des modèles d’endommagement à gradient proposés dans la littérature par un
appel à des lois de comportements dédiées:

• le cas des modèles classiques AT1 et AT2 (5, 6) a été traité en détails dans (1, 7),
• le cas de modèles cohésifs est traité dans (8).

L’énergie libre se décompose alors ainsi:

𝜓(𝜖,𝑑,𝑑𝜒,∇𝑑𝜒) = 𝜓𝑒𝑙(𝜖,𝑑)+𝜓𝑑(𝑑)+𝜓𝑑,𝑑𝜒(𝑑,𝑑𝜒)+𝜓∇𝑑𝜒(∇𝑑𝜒)

Le terme 𝜓𝑑,𝑑𝜒 pénalise la différence entre 𝑑 et 𝑑𝜒.

𝜓𝑑,𝑑𝜒(𝑑,𝑑𝜒) = 𝐻𝜒
2 (𝑑 −𝑑𝜒)2

Les énergies 𝜓𝑑(𝑑) et 𝜓∇𝑑𝜒 dépendent du modèle que l’on cherche à approximer. Dans cette
étude, nous retenons celles correspondant au modèle AT1:

𝜓𝑑(𝑑) = 8𝐺𝑐
3𝑙𝑐

𝑑

𝜓∇𝑑𝜒(∇𝑑𝜒) = 2
3 𝐺𝑐 𝑙𝑐 ∇𝑑𝜒 ⋅ ∇𝑑𝜒

où 𝐺𝑐 est l’énergie dissipée par la propagation de la fissure et 𝑙𝑐 une longueur caractéristique
déterminant la taille de la zone endommagée. Le potentiel de dissipation est inchangé.

1.3 Surface de nucléation
La surface de nucléation est définie comme la surface dans l’espace des contraintes conduisant
à l’apparition d’endommagement à partir d’un état initialement homogène (9). Cette surface a
souvent été induite par le choix d’une modélisation du caractère unilatéral de l’endommagement,
c’est à dire par le fait qu’un matériau s’endommage différemment en traction et en compression.
Si les décompositions proposées par Amor (10) et Miehe (11) sont classiquement utilisées, des
travaux récents (12–14) permettent de décrire des surface de nucléation arbitraires. En gardant
une surface non bornée le long de l’axe hydrostatique en compression, ces modèles peuvent
prétendre à vérifier les résultats de Γ-convergence vers un modèle de contact unilatéral établi
par Chambolle (15).

Cependant ces résultats sont limitées aux petites transformations. Pour éviter cette limitation,
nous considérons également dans ce travail des surfaces de nucléation fermées: le matériau peut
donc s’endommager complètement en compression.
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1.4 Schéma de minimisation alternée
Un schéma de minimisation alternée (6) est utilisé pour trouver numériquement les solutions
𝑢⃗|𝑡+Δ𝑡, 𝑑|𝑡+Δ𝑡 et 𝑑𝜒∣𝑡+Δ𝑡:

• un problème non linéaire en déplacements à endommagements 𝑑 et 𝑑𝜒 fixés .
• un problème non linéaire en 𝑑 et 𝑑𝜒 à déplacements fixés. Dans ce problème 𝑑𝜒 est une

inconnue nodale et 𝑑 une variable interne. Le lecteur pourra consulter (1, 7) pour plus de
détails.

2 Traitement du contact par une méthode de troisième corps
Soient deux corps Ω1 et Ω2 dans la configuration de référence. La méthode du troisième corps,
proposée en 2013 par Wriggers et al. (16), consiste à modéliser le milieu situé entre Ω1 et Ω2
par un troisième corps Ω3 décrit par un comportement hyperélastique1.

Les paramètres de la loi de troisième corps doivent être choisis pour que celui-ci ait une influence
négligeable avant contact: la méthode repose sur le fait que la loi de comportement hyperélastique
retenue pour le troisième corps voit sa rigidité augmenter fortement quand le déterminant , noté
𝐽 , du gradient de la transformation, noté 𝐹 , tend vers 0.

2.1 Description du troisième corps
Pour décrire le troisième corps, une loi hyper-élastique néo-hookéenne est retenue. Cette loi est
caractérisée par la densité d’énergie suivante:

𝑊𝑚(𝐶) = 𝛾 𝐾
2 [ln𝐽]2 + 𝛾 𝜇

2 (𝐽− 2
3 𝑡𝑟𝐶 −3)

où 𝐶 le tenseur de Cauchy droit 2, 𝐾 et 𝜇 respectivement le module de compressibilité et le
module de cisaillement qui sont pris du même ordre de grandeur que les modules des solides
entrant en contact. Le paramètre 𝛾 est ajouté afin de contrôler simplement le rapport des rigidités
entre ces solides et ceux du troisième corps: 𝛾 doit être choisi suffisamment petit pour que
l’influence du troisième corps soit négligeable.

L’introduction du troisième corps dans un schéma variationnel revient à ajouter le terme
∫

Ω3

𝑊𝑚(C)𝑑𝑉 au Lagrangien du système.

2.2 Régularisation
L’extrême déformation des éléments finis associés au troisième corps au moment du contact
conduit à des difficultés de convergence rédhibitoires. Des termes de régularisation ont alors été
introduits dans la littérature (17–19).

Dans cette étude, nous avons repris la régularisation proposée par Wriggers et al. qui consiste à
pénaliser les grands gradients de changements de volume ∇𝐽 et les grands gradients de rotations
propres ∇𝑅, ce qui est possible en rajoutant dans le Lagrangien du système considéré des termes
du type 𝛽𝐽 ∫

Ω3

|∇𝐽|2 𝑑𝑉 +𝛽𝑅 ∫
Ω3

|∇𝑅|2 𝑑𝑉 , où 𝛽𝐽 et 𝛽𝑅 sont des coefficients de pénalisations.

1Les comportements des corps Ω1 et Ω2 ne sont pas précisés: nous supposons qu’ils sont donnés par des
contributions à un Lagrangien similaire à celui décrit en section 1.

2On rappelle que 𝐶 = 𝐹 𝑇 ⋅ 𝐹 et 𝐽 = 𝑑𝑒𝑡(𝐹) = √𝑑𝑒𝑡(𝐶).
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2.2.1 Cas de la rotation propre en 2𝐷

En 2𝐷, la rotation propre peut être caractérisée par un unique angle 𝜑, tel que tan𝜑 = 𝐹12 −𝐹21
𝐹11 +𝐹22

.
Le terme de régularisation associé à la rotation propre peut donc être remplacé par
𝛽𝜑 ∫

Ω3

|∇𝜑|2 𝑑𝑉 (20).

2.2.2 Régularisation micromorphe

L’utilisation directe des gradients ∇𝐽 et ∇𝑅 nécessiterait des éléments finis d’ordre élevé (qua-
dratique à minima) et des formulations dédiées. Une régularisation micromorphe, proposée par
Wriggers et al. (20), consiste à introduire deux inconnues supplémentaires 𝐽𝜒 et 𝜑𝜒 et à ajouter
dans le Lagrangien du système les termes:

𝛽𝐽𝜒 ∫
Ω3

(𝐽 −𝐽𝜒)2 𝑑𝑉 +𝛽𝜑𝜒 ∫
Ω3

(𝜑−𝜑𝜒)2 𝑑𝑉 +𝛽𝐽 ∫
Ω3

|∇𝐽𝜒|2 𝑑𝑉 +𝛽𝜑 ∫
Ω3

|∇𝜑𝜒|2 𝑑𝑉

Les coefficients 𝛽𝐽𝜒 et 𝛽𝜑𝜒 permettent de pénaliser les écarts respectivement entre 𝐽 et 𝐽𝜒, et
entre 𝜑 et 𝜑𝜒.

2.2.3 Implantation numérique

La méthode du troisième corps nécessite de déterminer le minimum d’un Lagrangien portant sur
le déplacement 𝑢 et les variables 𝛽𝐽𝜒 et 𝜑𝜒. Une procédure de minimisation alternée similaire à
celle proposée en section 1.4 a été mise en place.

2.3 Vérifications

Context de Hertz entre un disque et un plan Essai de flexion 3 points

Boite soumise à une dépression Pièce en forme de C

Figure 1: Quelques exemples de tests de vérification de l’implémentation de la méthode de
troisième corps

L’implantation proposée a été vérifiée par comparaison à différents cas tests de la littérature,
dont certains sont illustrés en figure 1 3:

3Par manque de place, la régularisation utilisée en 3𝐷 n’a pas été détaillée ici, différentes solutions ayant été
implantées. Le lecteur pourra se référer aux articles en référence pour plus de détails.
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• le contact de Hertz entre un disque et une surface infinie élastiques. Les déplacements et
pressions de contact sont comparés à la solution analytique classique.

• l’essai de flexion trois points. La solution obtenue est comparée à une solution analytique
basée sur la théorie de poutres.

• le cas d’un boîte soumise à une dépression. Ce cas a été proposé par Faltus et al. (18).
Nous avons comparé favorablement nos résultats à ceux des auteurs.

• le cas d’une pièce en forme de C sur la branche supérieure de laquelle un déplacement
négatif est imposé. Ce cas test, traité par Wriggers et al. (20), sert de référence pour tester
la robustesse de la méthode et ne peut être traité sans régularisation. Là aussi, nos résultats
se comparent favorablement aux résultats de ces auteurs.

Les jeux de données associés à ces différents cas tests sont disponibles en ligne: https://github
.com/thelfer/third-medium-contact-micromorphic-damage-gradients-giens-2026

3 Traitement de la refermeture de fissures par une méthode de
troisième corps

Dans cette partie, nous proposons de superposer directement les énergies liées au modèle
d’endommagement à gradient décrit dans la section 1 au modèle de troisième corps décrit
en section 2 4. Le comportement de troisième corps est supposé n’avoir aucun effet sur le
comportement volumique du matériau endommageable, ce que nous avons vérifié dans les deux
cas décrits ci-dessous.

Il résulte de ce qui précède que le problème à résoudre est la minimisation d’un Lagrangien
portant sur quatre variables: 𝑢, 𝑑𝜒, 𝐽𝜒 et 𝜙𝜒. Là encore, un algorithme de minimisation alternée
est utilisé dans les exemples ci-dessous.

3.1 Barreau uniaxial

Figure 2: Résultat et exposition des différentes phases de la simulation (gauche). Courbes
force/déplacement obtenue pour différentes longueurs caractéristiques (droite).

Pour ce premier exemple, nous considérons le cas d’un barreau uniaxial sans effet Poisson. Le
barreau présente un léger défaut géométrique pour contrôler la localisation de l’endommagement.

La surface de nucléation est choisie telle que la limite en compression est infinie: le matériau
s’endommage uniquement en traction mais cet endommagement affecte son comportement en
compression.

4D’autres stratégies, comme introduire une loi des mélanges utilisant la fonction de dégradation, ont également
été testées et seront détaillées lors de la présentation orale.
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La figure 2 gauche montre l’évolution de la variable 𝑑𝜒 dans un chargement de traction conduisant
à l’endommagement partiel du matériau.

La courbe traction-compression obtenue est représentée sur cette même figure à droite. On
constate que le troisième corps permet de retrouver la rigidité du matériau initial en compression
et que l’instant où cette rigidité est totalement recouvrée dépend de la longueur caractéristique
de la zone endommagée.

3.2 Un cas présentant un fort mouvement relatif des fissures avant referme-
ture

Figure 3: Résultats de la simulation avec un fort mouvement relatif des lèvres de fissure (déplace-
ment relatif amplifié par un facteur 5), montrant de gauche à droite: l’amorçage de la fissuration,
la fin de la traction et le début du déplacement relatif, la fin du déplacement relatif et le début
de la compression, et la fin de la simulation, une fois les lèvres de la fissures refermées.

Nous reprenons l’exemple d’un barreau que nous rompons totalement avant de faire subir à
la partie supérieure un mouvement relatif dans la direction transverse à l’axe du barreau de
la moitié de la largeur du barreau puis nous venons comprimer les deux fragments ensemble.
Cet exemple montre que de grands mouvements relatifs peuvent être pris en compte par cette
approche.

Conclusions et perspectives
Cette étude propose un traitement de la refermeture des fissures induites par un modèle
d’endommagement à gradient à l’aide de la méthode du troisième corps dans l’espoir de pouvoir
traiter de grands mouvements relatifs des lèvres des fissures. Les exemples proposés donnent
des résultats prometteurs, bien que préliminaires.

L’implantation proposée manque cependant de robustesse et présente un coût numérique impor-
tant. Différentes pistes d’améliorations seront détaillées lors la présentation orale.

Remerciements Ces recherches ont été menées dans le cadre du projet CEA MECAN qui est
financé par le Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives (CEA).
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