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Résumé — On présente dans ce travail une formulation variationnelle de la relaxation a vitesse finie
des états mécaniques de différentes phases cohabitant au sein d’un méme point matériel, via leur équa-
tions constitutives. L’ objectif a terme est de pouvoir conduire des simulations numériques d’écoulements
compressibles multiphasiques comprenant des phases solide et/ou fluide. En premicre approche, et pour
des raisons de simplicité, la présentation est ici effectuée sur un milieu fluide. On s’attache deés lors a
décrire la relaxation d’une pression d’interface.

Mots clés — Relaxation a vitesse finie, Milieu multiphasique, Formulation variationnelle.

1 Introduction

La modélisation eulérienne d’écoulements compressibles multiphasiques, comprenant des phases
potentiellement solide et/ou fluide, est d’une grande importance pour la simulation numérique d’appli-
cations de I’'ingénieur pour des milieux fluides (cavitation au voisinage de pale, lithotripsie) comme pour
des milieux solides (compaction de milieux hétérogenes poreux [1]). Elle nécessite aussi bien de pouvoir
suivre des interfaces au cours du temps, que de traiter des mélanges au sein d’un maillage de calcul fixe.
Parmi les différentes approches existantes, la méthode des interfaces diffuses [2] permet de considérer les
interfaces et les mélanges avec les mémes modele et schéma numérique dans tout le domaine de calcul,
les interfaces étant considérées comme des zones de mélange.

Cependant, les interfaces sont autorisées a diffuser numériquement, et s’étalent donc sur plusieurs
mailles au cours de la simulation. La simulation numérique de chocs sur ces interfaces étalées ou dans
les mélanges peut faire apparaitre un phénomene de piégeage d’onde résultant d’une vitesse du son du
mélange plus faible de celle de chaque phase, conduisant 2 des problémes de convergence du calcul. A
une échelle microscopique, la géométrie des interfaces entres phases joue un role important sur I’inter-
action des ondes, et notamment avec celles dont la longueur d’onde est de 1’ordre de grandeur de la taille
caractéristique de formes particulieres de type bulles, pores. En particulier ces interactions locales font
apparaitre a I’échelle macroscopique des effets dissipatifs d’amortissement et d’atténuation, dont il est
important de rendre compte dans les simulations numériques multiphasiques. Une étape de relaxation ré-
solue apres 1’étape de convection sur le maillage de calcul [2] permet de modéliser ces effets, et a montré
entre autres sa capacité a limiter le phénomene de piégeage d’onde, et améliore donc la convergence des
calculs.

On propose dans ce travail une modélisation mathématique du processus de relaxation a vitesse finie
des états mécaniques de chaque phase a I’échelle locale, via leur équations constitutives, ¢’est-a-dire
avec un ensemble d’équations différentielles ordinaires. Cette modélisation est thermodynamiquement
cohérente, incluant des potentiels d’état et de dissipation. Cette modélisation peut se réécrire comme un
principe variationnel, c’est-a-dire un probleme d’optimisation d’une fonctionnelle. Afin de montrer la
généricité de I’approche tout en gardant une certaine simplicité dans la présentation, on considere ici un
milieu fluide multiphasique dont on souhaite décrire 1’évolution d’une pression d’interface au cours du
processus de relaxation. Ceci pose quelques bases avant une extension future vers des milieux solides
multiphasiques ou des couplages fluide/solide.



2 Modélisation d’écoulements compressibles multiphasiques

2.1 Modélisation a un champ de vitesse

La modélisation d’écoulements compressibles multiphasiques a un champ de vitesse présentée dans
[2] s’écrit pour N phases avec les équations suivantes
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ou O, Pk, Pk, €k sont les fractions volumiques, masses volumiques, pression et énergie interne spécifiques
de chaque phase k. Les masse volumique, pression et énergie interne spécifique de mélange s’écrivent
alors
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Le systeme est par ailleurs fermé en se donnant une équation d’état
ek = e (P Mi)- 4)

Les pressions, entropies, températures de chaque phase k ne sont pas supposées a priori étre en équilibre
local dans le systeme d’équations (1). En revanche, ces grandeurs sont censées tendre vers un équilibre a
une vitesse finie, d’ou I’introduction de termes sources { (0 )y, s} sur les équations de fraction volumique
et d’énergie interne du systeme (1). Ces termes sources représentent les contributions régissant a I’échelle
locale I’évolution des fractions volumiques ainsi que les échanges d’énergie entre les phases pendant la
phase de relaxation.

2.2 Modélisation du processus de relaxation a vitesse finie

On suppose que la résolution numérique du systeme (1) est faite de fagon étagée, en résolvant la partie
homogene dans une premiere étape, puis en résolvant un ensemble d’équations différentielles ordinaires
tenant compte des termes sources dans un second temps, avec comme conditions initiales la solution de
la premicre étape. L’ étape de relaxation revient a résoudre le systéme suivant

do o
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ot
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ot

On suppose dans ce travail que 1’évolution de la fraction volumique oy est un processus dissipatif au cours
de I’étape de relaxation. Cela correspond a I’échelle locale, et a I’intérieur d’une cellule élémentaire, au
mouvement des interfaces entre phases tendant vers un équilibre thermodynamique. Ce processus dissi-
patif peut avantageusement étre décrit dans le cadre des matériaux standards [3], en postulant I’existence
d’un potentiel de dissipation ¢; (), convexe de la variable &, positif et nul & I’origine, tel que le systeéme



(5) se réécrive
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ajoutée comme inconnue auxiliaire. Par ailleurs, les équations d’entropie (9) et de Gibbs (10) ont été
ajoutées. La combinaison des équations (7) et (8) donne
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D’un autre c6té, I’introduction de I’équation (9) dans (10), tenant compte de (6), donne
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La compatibilité entre les équations (11) et (12) nécessite alors 1’égalité suivante
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Donc la force thermodynamique &; pilotant 1’avancée de la fraction volumique ¢ dépend de la différence
entre la pression de la phase k et la pression d’interface P;. En calculant la somme Zlk\’:l (okpréx) a partir
de I’équation (11), il vient
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puisque Py est une inconnue indépendante ici, qui ne dépend explicitement d’aucune phase k. On observe
donc qu’en imposant la contrainte

N
Y o =0, (15)
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alors (14) s’annule, et conduit a la conservation de 1’énergie interne, et donc de I’énergie totale pen-
dant le processus de relaxation locale. Aussi, la pression d’interface P; apparait comme énergétiquement
conjuguée avec la contrainte (15).

3 Formulation variationnelle du processus de relaxation a vitesse finie
Dans I’esprit de [4], on introduit la fonctionnelle suivante
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dont la premiere contribution est une combinaison linéaire des fonctionnelles .%; associée a chaque
phase k au travers des fractions massiques Y;. Chaque fonctionnelle ., somme une puissance réversible

massique (é; — TyMx) regue par le systéme, et un potentiel de dissipation ¢y <el’;('xk; ock) , dual du précédent
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introduit en section 2.2. Ce dernier est une fonction de la vitesse d’évolution de la fraction volumique
de phase @, pondéré avec un ratio 7} /6, de fagcon analogue a [4], T} étant une température externe et 6y
une température interne d’équilibre définie telle que

dey
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Pour chaque phase k, le vecteur d’état 2 = { Pk, Mk, Tk, O } est supposé connu et fixé. Rassemblant toutes
les contributions de chaque phase, il vient

Au cours du processus de relaxation, pg et 0 ne sont pas indépendants, puisque liés par la conservation
de la masse (5),, de sorte qu’on puisse écrire
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Par ailleurs, toutes les fractions volumiques o, 1 < k < N sont contraintes a étre sommées a 1’unité.
Sous forme de taux, cette contrainte est donnée par I’équation (15), et est imposée par un multiplicateur
de Lagrange A dans la fonctionnelle (16), lequel s’identifie en réalité a la pression d’interface P, voir
I’équation (14). L’optimisation s’écrit

W = stat inf &, (20)
(nTA) &
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n={m,....mv}y T={N,....,Ty}; a={oy,...,0n}. 20

Les équations d’Euler-Lagrange associées au probleéme d’optimisation (20), sont obtenues en prenant
les premiéres variations de la fonctionnelle (16) par rapport aux quantités A and (M, O, Tk )1<k<n> €t
s’écrivent
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L’équation (22) donne la contrainte imposée par le multiplicateur, (23) impose 1’égalité entre les deux
températures, (24) pilote 1’évolution de la kieme fraction volumique o, et (25) donne 1’évolution de la
densité d’entropie.

4 Ilustration numérique

On considere un mélange air/hélium, chaque phase étant gouvernée par une loi des gaz parfaits, dont
I’expression de 1’énergie interne spécifique s’écrit :

Ye—1 N
ex(pr,nk) = ToC, <pk> exp <nknko> ; (28)
Pk C,
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ot (Tp,Mo, Po) sont des valeurs initiales de température, entropie spécifique et masse volumique, et C, est
une chaleur spécifique massique.
On considere par ailleurs I’expression suivante pour le potentiel de dissipation associé a chaque phase
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ol G, = O /O, est un taux d’évolution adimensionnalisé de fraction volumique, et G, est une vitesse
d’évolution de référence de la fraction volumique de I’espece k. L’expression (29) de ¢ donne une
force thermodynamique &; qui est une fonction impaire de 6. Les parametres ()(x, My, G, ) sont liés a
chacune des phases, dont en réalité seulement deux sont indépendants. Pour des raisons de simplicité,
mais sans perte de généralité, on considere ici les exposants My et les parametres 0, égaux a 1’unité, et
les coefficients x; sont homogenes a des pressions, dont les valeurs sont regroupées dans la table 1.

1
6, |7 (29)

Gaz e Co (Jkg K1) | Gy 571 | 2 (Pa) | My
Air 1.4 10° 1 0.1 1
Hélium | 1.666667 5195 1 1 1

TABLE 1 — Parametres constitutifs.

Gaz | Pression (Pa) | Fraction volumique | Masse volumique (kg.m )
Air 10° 0.3 1
Hélium 10° 0.7 0.1785

TABLE 2 — Etats initiaux des variables pour chaque phase.

On considere ’état initial des phases résumé dans la table 2. La figure 1 montre I’évolution des
différentes variables au cours du processus de relaxation entre les phases d’air et d’hélium, a partir des
états initiaux et des parametres constitutifs donnés dans les tables ci-dessus. En particulier, on observe
une relaxation des pressions qui tendent vers une pression d’équilibre. L’évolution de la pression de
mélange donnée par I’équation (2) est bien différente de celle de la pression d’interface P; = A, laquelle
tient compte des écarts a 1’équilibre de chacune des phases au cours de la relaxation.

La figure 1 montre aussi les évolutions des fractions volumiques, températures, entropies spécifiques,
énergie interne spécifiques et masses volumiques de chaque phase. On observe au cours de cette relaxa-
tion des aspects nécessaires de la consistance requise pour I'intégation numérique temporelle, a savoir
une masse volumique du mélange constante, la contrainte de sommation nulle des taux de fractions
volumiques (voir 1’équation (15)) vérifiée a la précision machine, et une énergie interne spécifique de
mélange -calculée avec 1’équation (2)- conservée au cours du temps, a une erreur consistante pres.

5 Conclusion

On a proposé dans ce travail une modélisation mathématique thermodynamiquement cohérente du
processus de relaxation a vitesse finie des états mécaniques de plusieurs phases cohabitant a une échelle
locale, sur la base d’une loi des mélanges et d’effets hors équilibres décrits par des potentiels de dissipa-
tion. Pour montrer la généricité de 1’approche tout en gardant une certaine simplicité dans la présentation,
un milieu multiphasique uniquement constitué de phases fluides a été considéré. La modélisation pro-
posée peut se réécrire comme un principe variationnel sous contrainte de type égalité pour assurer que
les fractions volumiques des especes sont sommées a 1’unité. Ce principe variationnel fait apparaitre une
pression d’interface, identifiée comme le multiplicateur de Lagrange permettant d’imposer la contrainte
de type égalité. Il est montré que I’évolution de cette pression d’interface qui tient compte des descrip-
teurs d’écart a I’équilibre de chaque phase, est bien différente d’une pression basiquement calculée avec
une simple loi des mélanges. L’ approche suivie dans ce travail a vocation a €tre étendue a des phases
solides incluant les différents effets dissipatifs afférents, I’objectif a terme étant de pouvoir conduire
des simulations numériques d’écoulements compressibles multiphasiques comprenant des phases solide
et/ou fluide.
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FIGURE 1 — Evolution des différentes variables au cours du processus de relaxation entre les phases d’air
et d’hélium, a partir des états initiaux donnés dans la table 2, et des parametres constitutifs résumés dans
la table 1.
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