CSMA 2026

17éme Collogue National en Calcul des Structures
18-22 mai 2026, Presqu’ile de Giens (Var)

Calcul X-FEM : Impact des erreurs de level sets sur les résultats de la
mecanique de la rupture G.

Noé Poyet!, Pascal Duranton?, Eric Feulvarch?

! Framatome, Paris La Défense, France, noe.poyet@outlook.fi
2 Framatome, Paris La Défense, France, pascal.duranton@framatome.com
3 Univ. Lyon, Ecole Centrale de Lyon, LTDS, UMR 5513 CNRS, Saint-Etienne, France, eric.feulvarch@enise.fr

Résumé — Les calculs X-FEM nécessitent une description de la fissure a 1’aide de level sets respectant
un ensemble de conditions spécifiques. Dans le cas de fissures complexes, il est souvent impossible de
respecter toutes les conditions sur tout le domaine. Les différentes méthodes de définition des level sets
aboutissent a des approximations de solutions de level sets distinctes. Ce résumé étendu propose
d’étudier I’'impact de ces différences d’erreurs des level sets sur les résultats de la mécanique de la
rupture, notamment sur le taux de restitution d’énergie G.
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Introduction

Calculer et simuler les propagations de fissures complexes en 3 dimensions (3D) est une tache
extrémement complexe a mettre en ceuvre en éléments finis classiques (FEM). La méthode FEM
classique nécessite de mailler explicitement le défaut pour chaque incrément d’avancée de fissure. Les
opérations de remaillages successifs étant treés cotliteuses en temps humain, de nombreuses méthodes de
calculs de propagation de fissures sans remaillage ont été mises au point. Parmi celles-ci, la méthode
eXtended Finite Element Method (X-FEM) apparait désormais comme une des principales méthodes.
Une discussion intéressante concernant différentes méthodes de propagation de fissure en dynamique
rapide a été menée par Song et al [7].

Les X-FEM introduit par Mo€s [4] et Belytschko [1] permettent de représenter la fissure sans la mailler
explicitement. Un maillage suffisamment raffiné autour du front de fissure est néanmoins nécessaire. 11
est alors possible de réaliser un calcul de propagation de fissure sans les fastidieuses opérations de
remaillage. La représentation de la fissure est alors implicite et indépendante du maillage, grace aux
level sets [8]. Les level sets permettent de définir et de suivre au cours de la propagation des fissures en
3D a I’aide d’une paire de fonctions de distances signées (level sets). Cette paire de fonctions doit
respecter des conditions d’orthogonalité et des propriétés de distances signées. Le non-respect de ces
conditions peut mener a des résultats X-FEM et de la mécanique de la rupture incohérents. Il n’existe
pas de problématiques pour les fissures simples telles que des fissures circulaires ou planes. Cependant,
il apparait que les conditions citées précédemment sont impossibles a respecter sur I’ensemble du
domaine dans le cas de fissures complexes.

Dans ce cas, qu’est-ce qu’une définition « correcte » des level sets ? Quel est I’impact sur les résultats
de la mécanique de la rupture ? Les erreurs sont-elles significatives ? Les articles sont souvent centrés
sur les méthodes de définitions des level sets, mais évoquent rarement ces sujets. Le présent résumé
étendu propose des ¢léments de réponse avec une analyse de sensibilité des résultats de G vis-a-vis des
level sets.



Une premicére partie présentera rapidement les X-FEM, et comment les enrichissements permettent de
s’abstenir du maillage. Dans un second temps, la méthode des level sets sera décrite, pour une meilleure
compréhension des phénomenes en jeu. Enfin, une analyse des résultats de G en fonction de plusieurs
définitions possibles de level sets sera faite, mettant en lumicre des écarts de résultats significatifs en
cas de « mauvaise » description des level sets.

Interaction théorique entre level sets et résultats X-FEM

Basés sur le concept de la partition de 'unité, les X-FEM enrichissent I’approximation de
déplacements des éléments finis classiques avec des fonctions issues des résultats de la mécanique de la
rupture linéaire €lastique. Finalement, I’approximation de déplacement en X-FEM est :
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La premiere somme est I’approximation de déplacements classique des éléments finis (FEM), ou u; sont
les degrés de liberté classique, et N; les fonctions de forme classiques. I est I’ensemble des nceuds du
modele. Le second terme, dit enrichissement Heaviside, représente le plan de la fissure en ajoutant des
degrés de liberté associés a la fonction Heaviside modifiée. Le troisiéme terme ajoute pour chaque nceud
4 degrés de liberté par dimension cfc associés a des fonctions asymptotiques F;(x) qui reproduisent le

comportement de la mécanique de la rupture en élasticité linéaire :
0 0 0 0
(F,(r,0)} = {\/7 sin (E) , /T cos (E) ,A/7r sin (E) sin(@),V/r cos (E) sin(@)} @)

r et O sont les coordonnées polaires, avec 0 I’angle et r la distance au front de fissure. r et 6 sont obtenus
directement depuis les level sets Y(x) et dp(x) :

r= VU200 + X6 -

lP(X))
()

0= arctan< 4)

Ici Y(x) représente le plan de fissure et ¢p(x) le front de fissure. Il apparait alors évident qu’une
définition erronée des level sets peut avoir un fort impact sur les résultats X-FEM.

Dans 1’équation (1), le set de nceud J comprend au minimum les nceuds appartenant aux éléments
enticrement traversés par le front de fissure. Le set de nceud Ky correspondant a I’enrichissement
asymptotique inclut au minimum les nceuds appartenant aux éléments entourant le front de fissure.
Comme illustré en figure 1, certains logiciels comme Systus permettent [9] de définir une distance d
pour laquelle tous les nceuds situés a une distance inférieure a d du front de fissure appartiendront & Kp.



Figure 1 — Une fissure sur un maillage uniforme montrant les ensembles J (en jaune) et K (carre vert)

d peut impacter la maniere dont les erreurs de level sets vont influer sur les résultats. En effet, il apparait
ici évident que la « correcte » définition des level sets n’est nécessaire que pour les noeuds appartenant
a J et Kr. Ce résumé étendu se propose d’¢tudier I'impact des erreurs de level sets sur les résultats du

taux de restitution d’énergie G qui est une grandeur cruciale et trés utilisée dans la plupart des critéres
de propagation de fissure.

Définitions des level sets

Introduite par Osher et Sethian [5], une fonction level sets associée a une surface I' est
mathématiquement définie par :

d(x,t) = sign ((x - Xp) . n) x = Xp|
I@®) ={x, ¢(x,t) = 0}

(4)
()

x indique ici les coordonnées euclidiennes du point courant x=[x,y,z] et x,, , le point de I' le plus proche
de x. n est le vecteur unitaire normal a I'. La fissure est définie en utilisant une paire de level sets Y(x)

et p(x) :

Yx)=0 ¢P(x) <0 > fissure
P(x)=0 o(x)=0 2 frontde fissure (6)
Y(x)=0 ¢(x)> 0 > extension virtuelle de la fissure

Dans le logiciel Systus, Castem [7] et a notre connaissance tous les logiciels utilisant les X-FEM, les
valeurs des level sets sont stockées uniquement aux noeuds, puis interpolées sur tout le domaine utilisant
les fonctions de forme classiques des éléments finis :

i) = Z NXdg(xq) ; d=123 @)

deD

Les deux level sets doivent respecter des propriétés de distance signée. Afin de définir correctement r et
0, la condition d’orthogonalité doit aussi étre respectée :

V| = 1
(8)
vyl =1
(9)
V() - V() = 0
(10)

Ces conditions facilement atteignables pour des fissures simples sont contradictoires pour des fissures
complexes. Il sera alors impossible de vérifier ces trois conditions simultanément sur 1’ensemble du
domaine. De nombreuses méthodes ont été développées pour définir et faire évoluer les level sets.
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Certaines méthodes feront le choix d’optimiser 1’orthogonalité au détriment des propriétés de distances
signées, ou inversement. Voici un exemple d’une fissure avec un angle de 45° pour laquelle il est
impossible de respecter les 3 conditions simultanément :
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Figure 2 —iso valeurs des level sets Y (x) et ¢ (x) pour une fissure inclinée & 45° pour deux méthodes de
définition différentes

La figure 2 montre des définitions de level sets obtenues avec deux méthodes différentes :

- Figure 2a: méthode minimisant 'erreur d'orthogonalité et de norme de gradient de v, au
détriment de ¢.
- Figure 2b: méthode minimisant l'erreur de norme de gradient de y et ¢, au détriment de
I’ orthogonalité.
Seuls deux exemples de définitions de level sets sont indiqués ici mais il y a en réalité autant de
définitions de level sets possibles que de méthodes. Chaque méthode va optimiser certaines erreurs ou
des couplages d’erreurs. Les études de sensibilité sur ces paramétres sont quasi inexistantes dans la
littérature, quand bien méme leur impact peut étre non négligeable. La partie suivante présentera une
étude de I’'impact de ces différentes configurations sur les résultats de taux de restitution d’énergie.

Interaction entre level sets et résultats X-FEM

Différents cas tests vont étre étudiés. Le premier cas test reprend en 3D un cas test tres utilisé
notamment dans [6] et [3] en 2D. Lors des précédents travaux, 1’attention s’est principalement portée
sur les méthodes de propagation des level sets mais moins aux résultats de G et a I’impact de ces level
sets sur le G.

Nos choix de modélisation sont les suivants : pavé de dimension 2x2x1mm, modélisé par un pavé de
2x2x0.5 mm utilisant la symétrie suivant I’axe Z. La fissure initialement plane, venant du coin supérieur
gauche du pavé se termine au centre du pavé. Une propagation de fissure da=0.lmm avec un angle
a=45° est appliquée et sont représentées figure 3. Un comportement élastique est considéré, avec un
module de Young E=72.5 GPa, et un coefficient de poisson v=0.3. Les conditions de Dirichlet suivantes
sont imposées :

- Un déplacement de 0.1 mm suivant y est imposé aux nceuds de la face supérieure.

- Les nceuds de la face inférieure sont encastrés.

- Un déplacement nul dans la direction Z est imposé a tous les nceuds d’une face latérale pour la
symeétrie.



Figure 3 —a) Maillage, b) Zoom sur le maillage, ¢) Schéma de la géométrie

Une premiere incidence des erreurs de level sets sur les erreurs X-FEM intervient avec les noeuds
enrichis par la fonction Heaviside. Les level sets sont souvent obtenus sur une grille auxiliaire, plus
raffinée que le maillage, puis projetés sur le maillage. Les valeurs des level sets étant uniquement
stockées aux nceuds du maillage puis interpolées par les fonctions de formes, une erreur de distanciation
trop importante sur les nceuds enrichis en Heaviside pourra artificiellement modifier 1’iso-zéro des level
sets, et ainsi modifier la géométrie de la fissure modélisée. Cette erreur est également possible méme si
I’iso zéro passe par les nceuds du maillage. Les nceuds autour de ’iso zéro peuvent modifier I’iso zéro
via I’interpolation.

69141 : -0,00000 69143 : 0.01968

69019 : -0.05441 69021 : -0.00000

Figure 4 —iso zéro de la fissure modifiée a cause d'une erreur de distanciation sur les nceuds J

Dans le cas figure 4, la fissure passe par des nceuds qui ont P = 0. Les nceuds 69019 et 69143 autour de
I’iso zéros sont censés étre a la méme distance de la fissure, donc doivent avoir la méme valeur absolue
de Y. Une erreur de distanciation |V{s| # 1 fait que ces nceuds n’ont pas les mémes valeurs absolues
de distanciation : -0.05441 et 0.001968. L’iso zéro de la fissure obtenue par interpolation est ainsi
modifiée. Pour éviter cette modification de 1’iso zéro une régle simple de vérification peut étre mise en
place : |VY| = 1 doit étre strictement respectée pour les nceuds enrichis en Heaviside. La condition
doit étre respectée non pas sur la grille auxiliaire mais sur le maillage final. Cette erreur est moins



problématique car facilement vérifiable. Sur I’exemple, I’erreur de norme de distance est volontairement
¢élevée, avec un maillage grossier qui amplifie le phénoméne.

Une autre ¢tude va désormais montrer les écarts de résultats entre différentes configurations de level
sets. Cette fois-ci toutes les configurations sont des configurations tout a fait plausibles. Les différentes
configurations ont été obtenues utilisant un algorithme de type Hamilton Jacobi. L’algorithme Hamilton
Jacobi utilisé est congu avec un schéma upwind de Godunov, un Runge Kutta d’ordre 2, et une fonction
signe de Peng. Le probléme résolu est ainsi la mise a jour des fonctions de niveaux. Plus d’informations
sur cette méthode de résolution sont disponibles [6]. Les erreurs d’orthogonalité et de norme de gradient
décrite ci-dessous sont obtenues avec une approximation de gradient utilisant un schéma de Godunov
(les résultats peuvent légérement varier avec d’autres schémas). La méthode Hamilton Jacobi peut mener
a des instabilités, mais a été choisie car elle a la particularité de faire passer les level sets dans plusieurs
configurations différentes lorsque la fissure ne permet pas le respect de toutes les conditions. Il est ainsi
possible d’obtenir et de tester plusieurs configurations de level sets plausibles qui pourraient étre obtenus
par différentes méthodes. Différentes configurations ont été testées, faisant varier uniquement ¢ et

non :

- Phase 1- au début [Vdp| = 1, |V{| = 1 au détriment de V{i(x) - Vd(x) = 0.
- Phase 2- orthogonalisation : Puis au fur a mesure on optimise |V{y| = 1et V{i(x) - Vp(x) =
0 au détriment de [Vp| = 1
- Phase 3- distanciation : Au fur a mesure on optimise |V{i| = 1, |Vd| = 1, la condition
d’orthogonalité Vi(x) - Vi (x) = 0 est conservé uniquement au point du front de fissure. Les
nceuds autour ont ensuite une erreur d’orthogonalité non négligeable. Cet état est visible sur la
figure 2.b
Voici les résultats de G dans 1’épaisseur pour plusieurs configurations lors des phases 1 et 2, qui
permettent d’observer les écarts de résultats de G en fonction de différentes configurations :
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Figure 5 — résultats de G en fonction des erreurs d'orthogonalité des level sets.

Comme visible figure 5, des écarts de résultats conséquents sont observés. Les erreurs d’orthogonalité
sont indiquées en 1égende. Les résultats du taux de restitutions d’énergie G sont obtenus avec la méthode
G théta [2] et les erreurs d’orthogonalité sont obtenues utilisant (10). Les résultats X-FEM les plus
proches des résultats FEM (courbe grise), sont obtenus avec des erreurs d’orthogonalité inférieures,
méme si I’erreur de norme de gradient |Vd| = 1 est supérieure pour les configurations ayant une erreur
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d’orthogonalité plus faible. Ainsi, les résultats configuration de la figure 2a sont nettement plus précis
que ceux de la configuration de la figure 2b. Pour plus de clarté, le graphique est modifié pour afficher
en x et y les erreurs d’orthogonalité et de norme de gradient. En z, est affiché 1’écart en pourcentage des
résultats de G au plan de symétrie de la configuration (z=0.25) par rapport au calcul FEM :
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Figure 6 — Ecart de resultats G en fonctions de plusieurs configurations de level sets

Le graphique figure 6 représente 13 calculs X-FEM obtenus avec 13 configurations de level sets
différentes. La norme de gradient |V@| et I’erreur d’orthogonalité sont ceux des nceuds enrichis
asymptotiquement par lequel le front passe (le front de fissure est sur un neeud), mais pas I’ensemble K.
On voit ainsi que I’erreur nulle est atteinte a la fin de la distanciation, cependant 1’erreur d’orthogonalité
est non nulle pour d’autres points enrichis asymptotiquement K; , ce qui peut aussi avoir un impact sur
les résultats. Il est observable que :

- La phase 1, optimisant |V$p| = 1 et |[V| = 1 au détriment de 1’orthogonalité engendre des
écarts de résultats trés importants.
- Les configurations de la phase 2 modifient ¢ afin d’améliorer 1’orthogonalité au dépend de la
propriété |[Vd| = 1 : plus I’orthogonalité est respectée, plus les résultats sont précis.
- Les configurations de la phase 3 ne semblent pas modifier les résultats de maniére significative.
Les résultats X-FEM sont obtenus avec une taille de maille de 0.025%0.025%0.025mm. Une analyse de
convergence a montré des résultats similaires avec une taille de maille deux fois supérieure.

Voici un zoom sur les points lors de la phase 3 de distanciation, pour observer les différences minimes
de résultats lors de cette phase :
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Figure 7 — Zoom (de la figure 6) sur les résultats de la phase 3.



Une erreur d’orthogonalité sur le front de fissure peut induire des erreurs de résultats significatives. Les
résultats de G erronés peuvent sembler cohérents mais ont tendance a étre inférieurs a ceux attendus.
Une erreur de distanciation assez importante sur le level set du front de fissure ne semble pas modifier
significativement les résultats sur le cas test. Il apparait que plusieurs configurations de level sets
permettent d’obtenir des résultats de G acceptables, mais que certaines configurations doivent vraiment
étre évitées.

Conclusion

Les résultats de cette étude montrent que la définition des level sets est une phase cruciale pour des
résultats X-FEM cohérents. Lors de la mise en place d’une méthode d’actualisation des level sets, il est
important de vérifier I’impact de cette méthode et de ses configurations de level sets sur les résultats de
G. Les nceuds enrichis en Heaviside doivent avoir une distanciation de ¢ homogéne, tandis que les
nceuds enrichis en asymptotique doivent avoir une orthogonalité parfaite, quitte a avoir une distanciation
de ¢ moins respectée. Dans ce cas test, la phase finale de la méthode Hamilton Jacobi permet d’obtenir
des level sets ayant des erreurs de level sets non nulles, mais n’ayant pas d’impact sur les résultats de G.
Cette vérification n’a pour le moment pas été faite pour d’autres méthodes d’actualisation de level sets
de la littérature. L’impact de la sélection des nceuds enrichis n’a pas été étudié.
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