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Résumé —

Ce travail s’intéresse a I’analyse de fiabilité des structures complexes, et plus précisément a la justification
des facteurs de sécurité. On se place pour cela dans un cadre probabiliste : les quantités non parfaitement
maitrisées caractérisant une structure d’intérét sont modélisées par des quantités aléatoires, et on propose
un formalisme permettant de s’assurer que les indicateurs de bon fonctionnement de la structure (sous
la forme de mesures de risques) restent en dessous de seuils normatifs avec une probabilité controlée.
L approche proposée est illustrée sur plusieurs cas numériques représentatifs en calcul des structures.
Mots clés — Analyse de fiabilité, systemes complexes, facteurs de sécurité, prise de décision en contexte
incertain

1 Introduction

L’analyse de fiabilité des structures complexes s’appuie de maniere croissante sur la simulation numé-
rique. Dans ce contexte, ce travail traite du cas ou le fonctionnement d’une structure d’intérét peut &tre
analysé a I’aide d’un modele déterministe de type boite noire. Le vecteur d’entrée x décrit a la fois les
caractéristiques de la structure et les conditions environnementales, tandis que la variable de sortie y,
supposée scalaire, permet de définir un domaine de défaillance sous la forme

F={xeX][yx)>s},
avec s € R un seuil donné. Le caractere déterministe du simulateur considéré signifie que deux évalua-
tions identiques de x conduisent a la méme valeur de y, tandis que 1’aspect boite noire traduit 1’absence
d’expression analytique explicite liant x a y : seules des évaluations ponctuelles sont supposées dispo-
nibles.

Dans la pratique, les valeurs des variables d’entrée ne sont pas parfaitement connues, en raison par
exemple de tolérances de fabrication ou de conditions d’exploitation variables. Nous les modélisons
alors comme des variables aléatoires regroupées dans le vecteur aléatoire X. La variable de sortie corres-
pondante, notée ¥ = y(X), devient également aléatoire.

L’ analyse de fiabilité de la structure repose alors sur deux étapes distinctes :
(i) T'estimation d’une mesure de risque (typiquement un quantile de niveau o ou une probabilité de
défaillance),
(ii) sa confrontation a des exigences normatives ou a une expertise disponible pour décider du carac-
tere acceptable ou non du risque estimé.

Alors que de nombreux travaux ont porté sur le développement de méthodes efficaces pour estimer
différentes mesures de risque [1, 2, 3,4, 5, 6], la phase décisionnelle, qui consiste a interpréter et exploiter
ces estimations, reste rarement abordée, comme indiqué dans [7].

C’est sur cette seconde étape de prise de décision que se concentre ce travail. L’objectif est ainsi de
proposer une méthode a base de facteurs de sécurité bien définis pour pouvoir décider, dans un contexte
ou I’information sur la loi de X peut étre partielle et out le nombre d’appels au modele est nécessairement
fini, s’il est raisonnable de supposer que le risque de défaillance de la structure est suffisamment faible
vis-a-vis de la mesure de risque considérée.



Deux approches seront notamment étudiées. Dans un premier temps, on supposera que 1’on dispose
d’un grand nombre de réalisations indépendantes et identiquement distribuées de X, et qu’il est possible
d’évaluer le modele en chacun de ces points disponibles. On se retrouve ainsi dans une configuration re-
lativement standard, o il est possible de proposer des estimateurs classiques des mesures de risque. Dans
un second temps, on étudiera le cas oll le nombre de réalisations disponibles de X est relativement faible
(vis-a-vis du risque acceptable considéré). Dans ce cas, la majorité des observations de X conduisent
a des valeurs de Y situées hors du domaine de défaillance, et deux niveaux d’incertitude devront étre
considérés pour la prise de décision : un premier en lien avec I’estimation de la loi des variables d’entrée,
et un second en lien avec la propagation de cette estimation jusqu’a la décision finale.

2 Formalisme proposé

Supposons que I’on s’intéresse a 1’analyse de fiabilité d’une structure §, dont les propriétés (matériaux,
conditions limites, géométrie, etc.) peuvent étre regroupées dans un vecteur x € X C R¢, et dont le bon
fonctionnement peut étre analysé a travers une quantité d’intérét scalaire y(x) € R. Les valeurs de x
sont supposées étre connues de manicre incertaine, et sont modélisées par un vecteur aléatoire X de loi
de probabilité ux (que I’on pourra considérer plus ou moins bien connue). La quantité d’intérét, comme
fonction d’entrées aléatoires, devient elle-méme aléatoire, et est notée Y = y(X ). On note Fy la fonction
de répartition de Y.

De maniere générale, I’analyse de fiabilité de la structure repose sur I’introduction d’un seuil s € R et
d’un risque acceptable 1 —o € (0, 1), puis sur le choix d’une mesure de risque R (Y ). Avec ces notations,
on peut définir le critére de décision suivant.

Critere de décision 1 (Cas théorique) Le systéme est considéré comme suffisamment siir si Ry, (Y) < s.

Parmi les mesures de risque les plus fréquemment utilisées, on peut citer :
— la fonction de marge : mq(Y) = E[Y]+ f(a)/Var(Y), avec f une fonction positive croissante,
— le quantile : go(Y) =inf{y e R: Fy(y) > a},
— le superquantile (aussi appelé "conditional value at risk") : G, (¥) = 1= I qp(Y)dp.

On notera que les valeurs de s et o sont cas-dépendants tout en étant intrinséquement reliées. En effet,
plus le risque acceptable 1 — a est petit (et donc plus o est grand), et plus on peut s’attendre a ce que
les conséquences associées a la défaillance de la structure soient redoutées. Par ailleurs, plus la valeur
de s est choisie élevée par rapport aux valeurs possibles de Y, plus on peut penser que le fait que Ry (Y)
dépasse s soit problématique, et donc plus on s’attend a un risque acceptable faible.

Comme la valeur réelle de Ry (Y) est (la plupart du temps, pour les applications réelles) inconnue, il
est important de remarquer que le critere de décision 1 est difficile (voire impossible) a utiliser dans la
pratique.

Pour contourner ce probleme, supposons que I’on dipose de n réalisations i.i.d. de X regroupées dans
I’ensemble D, = (xy,...,x,), et que 1’on puisse construire un estimateur statistique R, de Ry (Y) en
s’appuyant sur un nombre fini (pouvant étre plus grand que n) d’évaluations de y en des points de X
choisis de maniére intelligente a partir de D,.

Comme %n est un estimateur de Ry (Y), il est fortement probable qu’il surestime ou sous-estime la
véritable valeur de Ry (Y). Par conséquent, s’assurer que ‘]A(W, est inférieur a s ne sera probablement pas
suffisant pour garantir que le systeme concerné est réellement slir. On peut alors chercher a pénaliser la
mesure de risque, comme indiqué dans le critere de décision suivant.

Critére de décision 2 (Cas basé sur un facteur de sécurité) Le systéme est considéré comme suffisam-
ment siir pour le facteur de sécurité | > 0 si Ry n(Y)+1 <.

L’ajout du facteur de sécurité 1 permet ainsi d’éviter, dans une certaine mesure, le comportement indé-
sirable décrit ci-dessus, comme illustré sur la figure 1. Remarquons que le choix de m est ici crucial :



une valeur de m trop petite ne permettrait pas d’éviter le comportement indésirable décrit ci-dessus, tan-
dis qu’une valeur de M trop grande risquerait de labelliser comme "non-sfires”" un nombre important de
structures devant au contraire étre considérées comme siires si 1’on avait acces a la vraie valeur de Ry (Y).

Remarquons également, comme il est expliqué dans [8], qu’il est possible de proposer une formulation
alternative pour ce facteur de sécurité, en jouant sur le risque acceptable plutdt que sur le seuil a ne pas
dépasser. C’est ce qui est proposé dans le criteére suivant, en introduisant un autre facteur de sécurité
d€(0,1).

Critére de décision 3 (Version duale du cas basé sur un facteur de sécurité) Le systéme est considéré
comme suffisamment siir pour le facteur de sécurité & si Ry 5,(Y) <s.

PDF of Ry, (Y)

(a) Mustration de 1’approche naive. La courbe
bleue représente la PDF de Rg ,(Y). Méme si (b) Mlustration du critere 2. La courbe bleue représente la PDF

Ra(Y) > s, 1a probabilité que le systeme soit de Ru(Y)+m, et la courbe pointillée bleue verticale indique
labellisé comme siir (représentée par I’ aire en la valeur K (Y) 4+ 1. L’ajout du facteur de sécurité 1 permet de
rouge) est élevée. réduire la probabilité que le systeme soit labellisé comme sir.

FIGURE 1 — Illustration d’un critére de décision naif et du criteére 2 pour une structure a évaluer. Le seuil
s (ligne noire continue) et la mesure du risque réel Ry (Y) (ligne bleue en pointillés) sont représentés. La
distribution de I’estimateur ﬁa’n(Y ) est supposée gaussienne et centrée sur Ry (Y). La zone remplie en
rouge représente la probabilité que le systeme soit labellisé comme siir avec le critere considéré.

Afin de choisir les valeurs de 1 et & dans ce contexte d’information disponible finie, nous proposons
d’adopter le formalisme des tests statistiques [9]. On prend alors comme hypotheses nulle et alternative

Ho = {Ra(Y) > s}, Hy = {Ra(Y) <s}.

Comme on souhaite tester si le systeme est suffisamment slir ou non, on choisit I’hypothese nulle Hy
comme correspondant a un systeme non siir, conformément aux formulations standard des tests d’hy-
pothéses statistiques. Ensuite, si I’on désigne par B € (0, 1) I'erreur de type I, c’est-a-dire la probabilité
de labelliser le systeme comme siir alors qu’il ne faudrait pas, on peut alors choisir 1| et  comme les
solutions (respectives) des problemes d’optimisation suivants (sous la convention que inf() = +oo) :

inf{n>o: sup P<’x?a,n<z>+n§s><ﬁ}, inf{6>o: sup P(iea+s,n<z>§s><ﬁ}, 1)

ZEVunsafe ZEVunsafe

Vansafe = {Z : %(Z) > S} . 2

En d’autres termes, on cherche les plus petites valeurs de m et d telles que si 1’on considere une structure
caractérisée par Z que I’on devrait labelliser comme "non-sire" (Z est choisi dans Vypsate ), 1a probabilité
de labelliser cette structure comme "siire" (en observant Ry (Z) +1n < s ou Ry, 5(Z) < s5) doit étre plus
petite que B (que I’on choisit a priori petit).

La résolution des problemes introduits dans I’équation 1 est a priori non triviale, et dépend en pratique
du choix de la mesure de risque R, et du type d’estimateur considéré pour 1’approcher a partir de D,,.
De méme, les formulations en fonction de 1 et de d ne sont pas équivalentes, et en fonction de la mesure
de risque considérée, I’une peut étre plus adaptée que I’autre.



En se basant sur les résultats présentés en [8] et [10], I’objectif de ce travail sera de montrer dans quelle
mesure ces problémes peuvent étre résolus numériquement de maniere efficace dans les deux cas sui-
vants : le cas ol 1/n est relativement petit vis-a-vis de 1 —a, et le cas ot 1/n est du méme ordre de
grandeur que 1 — o Dans le cas ol n est réduit, on se basera notamment sur un estimateur de Ry (Y') qui
repose sur une premiere étape d’estimation de la distribution de probabilité de X.

L’intérét d’une telle construction de facteurs de sécurité sera finalement illustré sur plusieurs cas numé-
riques :

— un cas d’évalution de la hauteur d’une digue vis-a-vis d’un risque de crue,

— un cas d’évaluation de la stabilité d’un train a grande vitesse vis-a-vis d’un criteére de déraillement.

3 Conclusions

En mettant I’accent sur I’inférence statistique et la quantification des incertitudes, 1’idée principale de ce
travail est de fournir un moyen de prendre des décisions (justifiées) sur la fiabilité de structures lorsque
les informations disponibles pour cette analyse sont limitées. En effet, 1’analyse de la fiabilité des struc-
tures repose traditionnellement sur des modeles probabilistes qui nécessitent une connaissance fine des
distributions de probabilité des données d’entrée et un calcul précis de mesures de risque. Mais dans
les contextes pratiques de 1’ingénierie, ces distributions sont souvent inconnues ou mal caractérisées, et
il n’est généralement pas possible de calculer exactement ces mesures de risque. Il est alors nécessaire
d’adapter les méthodes de prise de décision existantes pour déterminer si le systéme est s{ir ou non, tout
en cherchant a contrdler au mieux le risque de mauvaise labellisation du systeéme.

Une facon de reformuler ce probleme que nous détaillons dans ce travail repose sur I’introduction de
facteurs de sécurité, que 1’on peut formuler au niveau du seuil & ne pas dépasser, ou au niveau du risque
acceptable que 1’on peut chercher a réduire.

Une distinction importante est faite entre les cas ou n est grand ou non devant I’inverse du risque accep-
table, qui a été noté 1 — a.. C’est dans le traitement de ce cas ou n est relativement petit, ¢’est-a-dire les cas
ou I’estimation de la mesure de risque doit intégrer une source supplémentaire d’incertitude liée a la mé-
connaissance de la distribution de probabilité des entrées, que se trouveront les principales contributions
de ce travail.
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