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Résumé — Une approche d’intégration temporelle explicite fondée sur la Méthode Asymptotique 
Numérique (MAN) est proposée pour l’analyse du flambement dynamique de structures minces. Cette 
étude s‘intéresse principalement à la prise en compte des pressions suiveuses et des chargements 
temporels présentant des singularités grâce à une étape de régularisation adaptée. Les études menées 
montrent l’influence de sollicitations dynamiques complexes, telles qu’une rampe, un saut de pression 
ou encore un chargement relatif à une explosion, sur la réponse de la structure. 
Mots clefs — Méthode Asymptotique Numérique, Flambement dynamique, Régularisation 

1. Introduction  

En calcul de structures, la résolution des équations du mouvement est indispensable. Il existe de 
nombreuses stratégies d’intégration temporelle qui conduisent la plupart du temps à des solutions 
discrètes en temps : l’un des schémas les plus utilisés est le schéma implicite de Newmark.  
Dans cette étude, il est proposé de résoudre ces équations par un intégrateur temporel explicite, reposant 
sur la Méthode Asymptotique Numérique (MAN), permettant d’obtenir des solutions continues en 
temps.  
Dans une étude antérieure [5], il a été montré qu’un tel intégrateur permettait de modéliser fidèlement 
le flambement de coques minces soumises à des charges nodales conservatives évoluant dans le temps. 
Le travail qui suit a pour objectif d’élargir le champ d’application de la MAN, en vue de développer un 
outil capable de simuler le flambement d’une coque cylindrique soumise à une explosion. 
Pour être représentatif d’un chargement de type explosion en champ lointain, des développements ont 
été réalisés pour pouvoir prendre en considération des chargements en pression suiveuse appliqués 
uniformément sur la structure.  
Cette étude se concentre plus particulièrement sur la prise en compte des chargements en pression 
suiveuse uniforme pour différentes évolutions temporelles de la pression. Ce type de chargement est 
représentatif d’une explosion en champ lointain. 
L’évolution temporelle de la pression générée par des explosions présente généralement des singularités. 
Ces fonctions doivent être régularisées pour pouvoir appliquer correctement la MAN. La première 
fonction étudiée est la rampe suivie d’un palier, permettant de vérifier que la régularisation n’a pas 
d’effet sur le calcul. Enfin, pour traduire la montée quasi instantanée de la pression provoquée par une 
explosion, l’étude s’étend aux sauts puis à des profils de type explosion (dénommés Friedlander par la 
suite). 

2. Problème à résoudre 
2.1. Équation de la dynamique 

Les équations d’équilibre du solide sont définies par une approche Lagrangienne et prennent en compte 
les non-linéarités géométriques induites par les grands déplacements. La variable du problème est le 
vecteur des inconnues généralisées 𝑼 = {𝒖	𝑺}!, regroupant les champs de déplacement 𝒖 et le second 
tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff  𝑺. Le problème est alors formulé dans le cadre d’une approche 
mixte déplacement/contrainte. Ses dérivées temporelles premières et secondes sont écrites de la façon 
suivante (∗̇) et (∗̈). L’équation de la dynamique de la structure est définie par : 

 𝓜.𝑼̈/ + 𝓒.𝑼̇/ + 𝓛(𝑼) + 𝓠(𝑼,𝑼) − 𝓕(𝑼,𝑼, 𝑡) = 0 (1) 
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où 𝓜,	 𝓒,	 𝓛, 𝓠, 𝓕 désignent respectivement les opérateurs de masse, d’amortissement, les termes 
linéaires et quadratiques de l’inconnue généralisée, ainsi que le chargement externe suiveur quadratique 
en déplacement et dépendant du temps. 

2.2. Discrétisation spatiale 

La discrétisation spatiale est réalisée à l’aide de l’élément fini coque EAS (Enhanced Assumed Strain), 
développé dans l’article [3], et intégré dans le code de calcul EVE [12]. Cet élément à sept paramètres 
permet de considérer des structures coques minces ou épaisses, tout en évitant les problèmes de 
verrouillage pouvant être engendrés par l’écriture de la loi de comportement tridimensionnelle [10]. Le 
champ de déplacement 𝒖 est approché par 𝒖 = 𝑵𝒒, avec 𝑵 la matrice des fonctions de forme et 𝒒 le 
vecteur des déplacement nodaux. 

2.3.Développement temporel 

L'application de la MAN en utilisant le temps comme paramètre de perturbation pour étudier le 
flambement dynamique de structures a été mise en œuvre dans la version du code EVE dynamique [5]. 
Le temps est défini comme la somme du pas de temps 𝑡̂ et d’un temps initial connu 𝑡" tel que :  

 𝑡 = 𝑡" + 𝑡̂ (2) 
La méthode repose sur un développement asymptotique en série tronquée d’ordre 𝑁 des inconnues 
cinématiques nodales et des efforts nodaux : 

 
=𝒒 =>𝑡̂#𝒒#													𝑭 =>𝑡̂#𝑭#

$

%&"

$

%&"

 (3) 

Les composantes 𝒒" et 𝒒' sont supposées connues et correspondent respectivement aux déplacements 
et aux vitesses nodaux à l’instant 𝑡". En injectant ces développements dans les équations d’équilibre et 
en identifiant suivant les puissances de 𝑡̂, cela conduit à un ensemble de systèmes linéaires pour chaque 
ordre de la série du type : 

 𝑴𝒒()* = 𝑭()'+, (𝒒𝟎, … , 𝒒()')	 (4) 
nécessitant une seule inversion de la matrice de masse 𝑴 pour l’ensemble du calcul. 
La validité du développement en série est assurée par le calcul d’un pas de continuation maximal 𝑡̂,./. 
Afin de déterminer sa valeur, une procédure de dichotomie sur 𝑡̂ est mise en œuvre de manière à garantir 
la précision de la solution en se basant sur le résidu normalisé. La normalisation par l’effort permet de 
limiter les variations importantes du résidu, notamment pour les calculs de flambement, où les 
déplacements et les contraintes sont faibles avant le flambement et deviennent importants après celui-
ci.  

 
𝑅(𝑡) =

‖𝑴𝒒̈ + 𝑪𝒒̇ + 𝑭𝒊𝒏𝒕(𝒕) − 𝑭(𝑡)‖
‖𝑭𝒆𝒙𝒕(𝑡)‖ + 𝜖

 (5) 

La méthode consiste à faire varier 𝑡̂ à l’aide d’une recherche dichotomique jusqu’à ce que le résidu 
normalisé associé appartienne à un intervalle de tolérance prédéfini [𝑅,%5; 𝑅,./].	L’introduction d’un 
terme 𝜀 permet d’éviter la division par un dénominateur nul. Sa valeur peut être définie par l’utilisateur.  
Les valeurs initiales du déplacement et de la vitesse au pas suivant sont alors calculées en introduisant 
la valeur de 𝑡̂,./, tel que 𝑡̂"678 = 𝑡" + 𝑡̂9:; : 

 

 
𝒒"678 =>𝑡̂9:;# 𝒒#

$

#&"

						,					𝒒'678 =>𝑖𝑡̂9:;#<' 𝒒#

$

#&"

 (6) 

À noter que pour déterminer la valeur initiale de l’effort au pas de temps suivant 𝑭"678 deux stratégies 
peuvent être adopter : soit définir 𝑭"678 par formulation analytique ou par continuation MAN 𝑭"678 =
∑ 𝑡̂9:;# 𝐹#$
%&" .  

2.4. Chargements suiveurs 

Dans cette étude, les chargements suiveurs sont pris en compte, car la structure est soumise à une 
pression dont les efforts résultants peuvent évoluer avec la déformation. L’article [11], présente les 
développements permettant de prendre en compte les pressions suiveuses avec la MAN dans des calculs 
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quasi-statiques. Dans ce cas, une partie de l’effort est dans la matrice tangente du système et une autre 
dans le second membre. En dynamique, l’ensemble des termes est au second membre. Pour des pressions 
suiveuses, le vecteur des efforts nodaux en dynamique s’exprime sous la forme : 

 
𝑭 = −𝜅𝑓(𝑡) P P 	𝑇𝑵

1

−1

1

−1

𝜕𝒒𝑖𝑛𝑖 + 𝒒
𝜕𝜉 ∧

𝜕𝒒𝑖𝑛𝑖 + 𝒒
𝜕𝜁 𝑑𝜉𝑑𝜁 = −𝜅𝑓(𝑡)𝒁(𝒒𝑖𝑛𝑖 + 𝒒,𝒒𝑖𝑛𝑖 + 𝒒)	 (7) 

avec 𝒒%5% le vecteur contenant les positions initiales nodales et des normales associées. Le paramètre 𝜅 
définit la surface sur laquelle le chargement est appliqué : 𝜅 = +1 pour la surface supérieure, 𝜅 = −1 
pour l’inférieure. La fonction 𝑓(𝑡) décrit l’évolution temporelle de la pression. Les fonctions 𝑓(𝑡) et 
𝒁(𝒒%5% + 𝒒, 𝒒%5% + 𝒒), sont développées sous la forme de séries entières tronquées d’ordre 𝑁. 

 
=𝑓(𝑡) =>𝑡̂	#𝑓%

$

%&"

																		𝒁(𝒒#6# + 𝒒, 𝒒#6# + 𝒒) =>𝑡̂	#𝒁%

$

%&"

 (8) 

Le développement asymptotique de 𝑓(𝑡) dépend du type de chargement considéré (rampe de pression, 
saut, …). Pour les besoins du calcul l’opérateur ⟦𝒂, 𝒃⟧ = ∫ ∫ 	>𝑵'

<'
'
<'

?𝒂
?A
^ ?𝒃
?C
𝑑𝜉𝑑𝜁 est introduit et permet 

d’exprimer les termes du développement de 𝒁 sous la forme : 

 
𝒁% = ⟦𝒒#6#, 𝒒#⟧ + ⟦𝒒#, 𝒒#6#⟧ +>\𝒒D, 𝒒#<D]

%

E&"

 (9) 

Enfin le produit des développements asymptotiques permet d’évaluer les termes de séries du vecteur 
d’effort : 

	
𝑭&	 = −𝜅/𝑓&()𝒁)

*

+,-

	 (10) 

A noter que les intégrales sont évaluées numériquement, dans chaque élément fini, à l’aide de la 
méthode de Gauss. 

2.5. Régularisation des chargements temporels 

L’utilisation de la MAN pour résoudre ces problèmes sollicités par des chargements singuliers nécessite 
de modifier les expressions initiales en les régularisant et en introduisant des variables supplémentaires. 
Dans ce travail, trois types de chargements sont étudiés (Figure 1): une rampe suivie d’un palier, un saut 
de pression, et un chargement d’onde de choc de type Friedlander.  

	

Figure 1 – Trois types de profils de chargement étudiés : rampe, saut et Friedlander. 

2.5.1. Chargement de type rampe 

Le chargement rampe modélise une montée progressive de pression à vitesse constante jusqu’à atteindre 
une valeur limite (Figure 1). La régularisation proposée dans [5] repose sur une équation non linéaire 
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dépendant d’un paramètre de régularisation 𝜂, permettant de lisser la transition entre la rampe et le 
palier.  

 
_𝑚 ∙ 𝑡 = 𝑓(𝑡) + 𝜂

𝑓F*

𝑓F* − 𝑔(𝑡)
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡) = 𝑓*(𝑡)
 (11) 

La pente du chargement est définie par 𝑚 = 𝑓G/𝑡G, avec 𝑓G 	l’amplitude maximale et 𝑡G la durée 
caractéristique. Le développement asymptotique de 𝑓(𝑡) est obtenu par une approche tronquée à l’ordre 
𝑁, conduisant à un système de 2(𝑁 + 1) équations résolues numériquement. 

2.5.2. Chargement de type saut 

Le chargement de type saut de pression, caractérisé par une montée instantanée (Figure 1), est régularisé 
par une fonction tangente hyperbolique : 

 
𝑓(𝑡) =

𝑓G
2
e1 + tanh	 j

𝑡 − 𝑡G
𝜂 kl (12) 

où 𝑓G est la pression maximale, 𝑡G le temps caractéristique du saut et 𝜂 le paramètre de régularisation. 

2.5.3. Chargement de type Friedlander 

Le chargement induit par une explosion peut, en première approximation, être modélisé par une montée 
instantanée de pression suivie d’une décroissance exponentielle [2] représentant ainsi une fonction 
simplifiée du modèle de Friedlander [7]. Cette fonction est caractérisée par ses paramètres : 𝑓G qui 
désigne la pression maximale, et par 𝑡G qui représente le temps d’arrivée du front d’onde. Le paramètre 
Θ représente un temps caractéristique de décroissance de l’onde. 
Ce chargement présente une singularité en 𝑡 = 𝑡G, qui rend son traitement numérique délicat. Une 
fonction régularisée est donc proposée afin de lisser cette discontinuité à l’aide du paramètre de 
régularisation 𝜂, tout en conservant les principales caractéristiques physiques du chargement : 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑔(𝑡) =
1
2 j
1 + tanh j

𝑡 − 𝑡G − 𝑑
𝜂 kk

ℎ(𝑡) = 𝑒<
H<H!<I

J

 (13) 

Les paramètres 𝑎 et 𝑑 sont introduits respectivement comme facteurs d’ajustement d’amplitude et de 
décalage temporel pour garantir la continuité et la cohérence avec la fonction de Friedlander non 
régularisée. 

3. Résultats 

3.1. Panneau cylindrique soumis à une pression suiveuse  

 

Figure 2 – Géométrie du panneau sollicité par une pression suiveuse uniformément répartie. 𝑟 =
5	m, 𝐿 = 2.5	m, ℎ = 0.1	m 𝜃 = 30°. 𝐸 = 200	GPa, 𝜈 = 0.25, 𝜌 = 10K	kg.m<L, 𝛼 = 𝛽 = 10<'M. 
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La première étude concerne un panneau cylindrique soumis à une pression suiveuse uniformément 
repartie sur sa surface. Les propriétés mécaniques et géométriques (Figure 2) sont celles présentées dans 
les travaux [1], [4], [5] et [9] présentant le flambement dynamique d’un toit soumis à une charge nodale 
conservative. 

3.1.1. Chargement de type rampe  

Le chargement appliqué est de type surfacique suiveur. Son amplitude varie selon une rampe de pression 
croissante, allant de 0	Pa à 50.10N	Pa en 0,2	s, suivie d’un palier à pression constante Figure 3. Pour 
mettre en œuvre la MAN, la méthode de régularisation du chargement proposée par [5] et présentée 
précédemment, est reprise ici avec l’utilisation du paramètre de régularisation 𝜂.  

 
Figure 3 – Évolution temporelle du chargement régularisé (gauche) et zoom autour de 𝑡 = 0,2	s 

(droite) pour différentes valeurs du paramètre 𝜂 : 10<' à 10<M. 

Les courbes présentées Figure 3 montrent que plus le paramètre 𝜂 est faible, plus la courbe se rapproche 
de la fonction singulière originale. Des calculs dynamiques ont été réalisés pour différentes valeurs de 
𝜂, sur un maillage comportant 16 éléments, afin de définir une valeur suffisamment faible pour que la 
régularisation n’influence pas la réponse de la structure. 

 
Figure 4 – Déplacement |𝑢O| du point M en fonction du temps pour différentes valeurs de 𝜂 : 10<' à 

10<M (gauche) et pour différents maillages Abaqus/Explicit : 16, 64, 400 et 1	600 éléments 
(droite). Calculs MAN avec N=20.  

La Figure 4 (gauche), montre que, si 𝜂 est trop élevé le chargement appliqué n’est pas correct et la 
dynamique de la structure est notablement modifiée. Pour des valeurs plus faibles, 𝜂 ≤ 10<L les courbes 
sont confondues. L’article [5] a mis en évidence la faible dépendance au maillage des calculs réalisés 
avec la MAN, utilisée comme intégrateur temporel explicite, dans le cas de chargements nodaux 
conservatifs. Les résultats présentés Figure 4 (droite) étendent cette propriété à des chargements 
surfaciques suiveurs, dont la définition dépend explicitement du domaine d’intégration. 

3.1.2. Chargement de type Friedlander  
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Nous considérons maintenant le même exemple que précédemment mais en prenant un chargement de 
type explosion, modélisé par la fonction de Friedlander. La régularisation MAN présentée 
précédemment a conduit à la fonction régularisée (13) et les paramètres choisis sont : 𝑓G = 50	MPa, 
𝑡G = 0,01	s, et 𝜃 = 0,01	s. La suite de l’étude porte sur l’influence du paramètre 𝜂. 

 
Figure 5 – Évolution temporelle du chargement avec la MAN (gauche) et zoom autour de 𝑡 =

0,01	s (droite) pour différentes valeurs de 𝜂 : 10<L à 10<N. 

Les courbes Figure 5 illustrent l’influence du paramètre 𝜂 sur la forme du front d’onde : plus ce 
paramètre est faible, plus la montée en pression est raide et proche de la fonction singulière. Bien que 
régularisée, la fonction conserve une montée en pression progressive, plus conforme au comportement 
souhaité comme modélisation, ce qui permet d’étudier l’influence de cette régularisation sur la réponse 
de la structure. Des calculs MAN dynamiques sont menés afin d’identifier une valeur seuil de 𝜂 en deçà 
de laquelle son influence sur la réponse de la structure devient négligeable. 

 
Figure 6 – Déplacement 𝑢O du point M en fonction du temps pour différentes valeurs de 𝜂 : 10<L à 

10<N. Calculs MAN 𝑁 = 20,	𝑅 ∈ [10<N; 5 × 10<N].  

La Figure 6 montre que plus le paramètre 𝜂 est faible, plus les réponses convergent vers la même 
solution. Les courbes obtenues pour 𝜂 = 10<M et 𝜂 = 10<N sont quasiment superposées, ce qui justifie 
le choix d’une valeur 𝜂 = 10<N pour approcher au mieux le chargement singulier. Ces résultats montrent 
également que pour des valeurs de 𝜂 plus grandes, le flambement de la structure est anticipé, pouvant 
s’expliquer par une impulsion transmise à la structure plus importante, puisque l’aire sous courbe du 
chargement est plus élevée à durée égale.  

3.2. Anneau soumis à un chargement de type saut de pression  

Nous considérons maintenant un anneau soumis à un saut de pression suiveuse, dont la solution 
analytique faiblement non linéaire a été développée dans [8]. Toutes les grandeurs physiques qui suivent 
sont exprimées sous forme adimensionnelle. Pour effectuer les calculs dans le cadre de ce travail, des 
dimensions arbitraires ont été choisies. Ces valeurs ne sont pas spécifiées ici afin d’éviter toute 
coïncidence avec des dimensions pouvant être critiques dans des applications réelles. Le chargement 
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appliqué sur la structure est surfacique, suiveur, de type saut et défini par la fonction régularisée (12), 
avec les paramètres : 𝑡G = 0,75, 𝑓G tel que 𝑃 = P!Q"R

S
= 8,7 (𝐵 = 𝐸𝐼, avec 𝐼 le moment d’inertie). 

 

 

Figure 7 – Évolution temporelle de la pression surfacique 𝑓(𝑡), pour différents paramètres de 
régularisation 𝜂 = 10<L à 10<M. La fonction 𝑓(𝑡) dépend des paramètres 𝑡G = 0,75 et P!Q

"R
S

= 8,7. 

Des calculs dynamiques sont réalisés pour étudier l’influence du paramètre 𝜂 sur le comportement de la 
structure. Le cas d’étude porte sur l’anneau soumis à une pression adimensionnée 𝑃 = 8,7 avec un 
défaut initial d’amplitude adimensionnée 𝛼(0) = 0,01 introduit à l’aide de la solution analytique 
faiblement non-linéaire permettant de favoriser un mode à 3 lobes.  

 

Figure 8 – Déplacement |𝑢| du nœud subissant le plus grand déplacement au premier extremum en 
fonction du temps (gauche) et zoom sur l’extremum (droite), pour 𝑃 = 8,7, 𝑛 = 3 et pour 

différentes valeurs du paramètre de régularisation 𝜂 = 10<L à 10<M. Calculs réalisés avec la MAN 
(𝑁 = 20, 𝑅 ∈ [10<N; 5 × 10<N]). 

Les résultats Figure 8 montrent que les solutions obtenues sont globalement superposées, malgré une 
légère différence observée pour 𝜂 = 10<L par rapport aux autres valeurs. Pour des paramètres plus 
faibles, correspondant à une pente plus raide du front de pression, la réponse présente de faibles 
oscillations. Pour la suite des calculs, le choix s’est porté sur le paramètre 𝜂 = 10<L, en raison des écarts 
très faibles observés avec les autres solutions et de l’absence d’oscillations pour cette valeur de 𝜂. 

4. Conclusion 

Cette étude montre que la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) utilisée comme intégrateur 
temporel explicite constitue un outil efficace pour modéliser le flambement dynamique de structures 
minces soumises à des chargements temporels complexes, incluant des pressions suiveuses et des profils 
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présentant des singularités. La régularisation des chargements via le paramètre η permet de contrôler la 
précision et la stabilité des simulations tout en conservant la fidélité des fronts de pression. Les résultats 
mettent en évidence l’influence des charges dynamiques sur la réponse des structures et confirment 
qu’un choix approprié de η permet de représenter avec fiabilité différents types de sollicitations. Ces 
développements ouvrent la voie à des simulations plus réalistes de structures soumises à des conditions 
de chargement extrêmes, comme celles rencontrées sous sollicitations explosives.  
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