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Résumé — Cette contribution présente une méthode de mesure de champs de déplacements et de pro-
priétés matériaux qui combine réseaux de neurones informés par la physique et corrélation d’image non
supervisée. Il s’agit d’une formulation mixte (le déplacement et la contrainte sont approchés par des ré-
seaux de neurones distincts) enrichie de plusieurs innovations clés dans sa formulation, son architecture
et son implémentation. L’ approche proposée ne nécessite pas de phase d’entrainement "offline" : la me-
sure du déplacement et des parametres se fait a la volée, directement a partir des images expérimentales.
Mots clés — Assimilation de données expérimentales, Corrélation d’Images, Problémes inverses, Ap-
proches guidées par les données, Réseaux de neurones informés par la physique.

1 Introduction

La mesure de champs de déplacements ("full-field measure"), notamment par corrélation d’image
(DIC), a permis de mettre au point de nouvelles méthodes d’identification de propriétés matériaux. Nous
pouvons citer entre autre la méthode FEMU (Finite Element Model Updating) [1} 2] qui optimise les
propriétés matériaux afin de faire correspondre au mieux les champs de déplacements mesurés et simu-
Iés; la Constituve Gap method (CG) [3| 2] qui s’appuie sur la construction de champs de contraintes
admissibles pour la comparaison données/modele ou encore la Virtual Fields Method (VFEM) [4], 2]] et
I’Equilibrium Gap Method (EGM) [3, 2] qui appliquent le principe des travaux virtuels sur le champ
de déplacements mesuré. Avec des données dont la quantité et la qualité ne cesse de croitre, il semble
envisageable d’identifier un grand nombre de parametres, comme par exemple un champ de propriétés
matériaux, qui pourraient rendre compte d’effets mécaniques locaux induits par une microstructure hété-
rogene. Toutefois, cette perspective se révele complexe et particulierement ambitieuse pour les méthodes
classiques, puisqu’il s’agit de résoudre un probléme inverse en grande dimension (de 1’ordre 100-1000
parametres). Celui-ci est usuellement résolu numériquement par des algorithmes de type Gauss-Newton
dont I’évaluation des gradients se fait par différences finies, rendant le cofit de calcul rapidement prohi-
bitif a mesure que le nombre de parametres croit.

Pour pallier ces difficultés, une approche basée sur les réseaux de neurones (RNs) cherche a tirer
profit des récentes avancées dans le domaine de 1’apprentissage machine, en particulier la différentiation
automatique. Plus spécifiquement, les réseaux de neurones informés par la physique (PINNs) semblent
prometteurs puisqu’ils s’appuient sur des a priori physiques (équations d’équilibres, conditions limites,
conditions initiales...) pour que I’apprentissage du réseau se fasse de facon non supervisée. Pour la ré-
solution de problémes inverses, une méthode basée sur les PINNs consiste en 1’apprentissage conjoint, a
partir de données mesurées, de la solution du probléme physique (simulée par un RN) ainsi que des para-
metres associés au modele. Cette approche se révele d’autant plus pertinente pour les problemes inverses
en grande dimension, comme démontré dans [[6], puisque le nombre de parametres a identifier est géné-
ralement plus petit que le nombre de parametres d’entrainement des RNs. Au cours des dernieéres années,
plusieurs études ont appliqué I’approche basée sur les PINNs pour identifier des propriétés matériaux
en grande dimension. Les travaux pionniers semblent &tre [[7, 8] en proposant de représenter les champs
de propriétés matériaux a identifier par des RNs dédiés et ils ont appliqué ces formulations respective-
ment dans le cadre de I’hyperélasticité et de la propagation d’ondes. Par la suite, différents travaux ont



développé la méthode pour des modeles poutres [9]], ou des modeles 2D en biomécanique [10] et mé-
canique des matériaux [11]. Toutefois, peu de travaux en mécanique du solide propose une formulation
directement applicable a des cas expérimentaux réels, sans avoir recours a des scénarios simplifiés.

Cette contribution propose une méthode basée sur les PINNs pour la mesure de champs de dépla-
cements et I’identification de parametres matériaux en grande dimension et adaptée a des contextes ex-
périmentaux. Notre méthode est une version enrichie de la formulation mixte classiquement utilisée en
mécanique du solide, c’est a dire que le champ de déplacements et le champ de contraintes sont si-
mulés par des RNs distincts. Elle incorpore des innovations clés comme i) une métrique de corrélation
d’image pour travailler directement sur les images comme données d’entrée ii) I’ajout d’un terme tradui-
sant 1’équilibre global pour exploiter au mieux les mesures d’efforts disponibles expérimentalement, iii)
I'intégration de Fourier Features dans 1’architecture des RNs pour capturer des comportements hautes
fréquences, iv) la représentation des propriétés matériaux a identifier par un champ éléments finis et v)
un algorithme de minimisation alternée affiné et dédié au probleme étudié pour assurer la convergence
dans des espaces de parameétres en grande dimension. A notre connaissance, aucuns travaux n’ont pro-
posé une telle méthode PINN-DIC intégrée pour la mesure conjointe de champs de déplacements et de
propriétés matériaux en grande dimension.

2 Probléme inverse de référence a résoudre

Considérons un essai de traction 2D d’une plaque, puisqu’il s’agit d’un cas d’étude typique en mé-
canique expérimentale. La méthode présentée est toutefois trés générale dans sa formulation et peut
étre appliquée a différents types de chargements, de géométries ainsi qu’en 3D. L’échantillon occupe le
domaine Q C R?, les frontieres extérieures sont notées ' U [ight U T op U b0t €t correspondent respec-
tivement aux bords gauche, droite, haut et bas. Les frontieres intérieures sont notées I'jy;. Typiquement,
lors d’un essai de traction, un déplacement est imposé au mord supérieur tandis que le mord inférieur est
maintenu fixé, ce qui génere un effort a travers les bords haut et bas (I'p et I'vo) tandis que les autres
bords (T'eft, I'rigne et [ine) restent libres d’efforts. Expérimentalement, la quantité statique mesurable
sur une machine de traction standard est la composante verticale de la résultante de 1’effort de réaction
généré par le déplacement du mord supérieur. Nous notons cette quantité Fps. En termes de données
cinématiques, il est possible de distinguer deux cas. Ou bien nous pouvons considérer un champ de dé-
placements, noté ugps, sur la surface de 1I’éprouvette et évalué aux points Xqps de Q. Sinon, notre méthode
integre naturellement une formulation de corrélation d’image, ce qui permet de travailler directement
sur les cartes en niveau de gris des images de référence et déformée de 1’éprouvette. Une illustration de
’essai de traction ainsi que des données cinématiques et statiques sont présentées en Fig. [T| (gauche).

Une fois les données cinématiques et statiques précisées, il est possible d’écrire formellement le
probleme d’identification qu’il s’agit de résoudre. Nous notons p € R le vecteur qui collecte les m para-
metres matériaux a identifier a partir de uqps et Fops. Pour ce faire, la méthode classique FEMU consiste
a optimiser p de telle sorte que le champ de déplacements simulé v associé - c’est a dire le champ obtenu
par résolution du probléme mécanique sous-jacent par méthode des éléments finis - corresponde au mieux
a Wops. En ce sens, FEMU est une méthode d’assimilation de données du point de vue mathématiques.
Un point clé est la définition de conditions aux limites appropriées. Puisque seule une composante de la
réaction est connue sur Iy, et I'yor, il n’est pas possible de guider le probleme en effort. Par conséquent,
il est d’usage de prescrire des conditions aux limites cinématiques sur I et I'yo; @ partir du champ de
déplacements mesuré. Nous notons respectivement ugif; = Ugbs ’Fmp et “2}2; = Uobs|1,, - Ainsi il est possible
d’écrire le probleme mécanique. Nous nous plagons dans le cadre de I’élasticité linéaire, sous 1’hypo-
these de petits déplacements et petites perturbations. On cherche a trouver le champ de déplacements
simulé v : Q — R? qui vérifie :

div(c) =0 dans Q; (la)
1

6= C(p) (v) = C(p) V,v = 5C(p) (VV+ va) dans Q; (1b)

V= ugﬁ; sur Tp et v= uggts sur  Tpot ; (1c)

on=0 sur IV Fright Ul ; (ld)



ol ¢ correspond au tenseur des contraintes de Cauchy, €(v) au tenseur des déformations linéarisé, C(p)
au tenseur d’Hooke, Vv au gradient du champ de déplacements et Vv & sa partie symétrique. Notons a ce
stade que les variables écrites de fagon standard (non grasses) symbolisent une quantité continue tandis
que celles en gras dénotent des quantités discontinues, discrétisées. Une fois la solution v connue, il est
possible de calculer la composante verticale de I’effort résultant du déplacement du mord supérieur, et
qui peut étre alors comparée a Fops :

ROM) = [ [C(p)Vive)-e,dr. @)

Finalement, dans le formalisme FEMU, le probleme d’identification revient a trouver p* solution du
probléeme de minimisation :

p*=arg min Kops [[obs = V(Xobs: P) 13 +Ads || Fobs — R(V(P)) |3 . 3)
peR™
:J(L)‘bs :J(I,:bs

ol v(p) est la solution du probleme éléments finis dérivé des équations (Ta)-(Id) et associée au jeu de
paramétres p. Les scalaires A, - et kgbs sont des poids qui ajustent I’importance accordée a chaque terme
J €t J(ﬁ)s (respectivement) lors de I’optimisation de p. Dans la méthode FEMU, A%, - et koFbs sont définis
classiquement a partir des caractéristiques du bruit qui entache ugpg et Fyps.

Le probleme d’optimisation (3] est résolu en pratique par un algorithme de Gauss-Newton, dont
chaque itération requiert le calcul du Jacobien de v par rapport a p. Puisqu’une expression analytique du
Jacobien n’est généralement pas connue, il convient de I’évaluer par différences finies, ce qui nécessite
la résolution de m + 1 problemes éléments finis au total. Par conséquent cette approche est peu adaptée
pour des problémes en grande dimension ou non linéaires. Une approche basée sur les PINNs permet
de s’affranchir de cette malédiction de la dimension puisque les parametres matériaux sont appris a la
volée, en méme temps que les poids des réseaux de neurones qui simulent le déplacement et la contrainte.

Ainsi, le probleme direct est résolu une seule fois et non plus plusieurs fois a chaque itération.
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FIGURE 1 — Schéma d’un essai de traction standard. Une plaque perforée est soumise a un effort de
traction de résultante Fops sur I'op et I'yop tandis que Dieg, Tiigne, I in Testent libres d’efforts. Dans le cadre
de I’approche PINN, les fonctionnelles sont évaluées en des points de collocation x¢o € Q et Xeolp. € 0.
Enfin, les termes J%. et J% imposent que chaque ligne horizontale Iy, [ = 1,...,7co),, transmettent le
méme effort vertical Fypg.



3 Résolution par les PINNs

Nous détaillons dans cette partie une formulation mixte basée sur les PINNs pour résoudre le pro-
bleme (Ta)-(Td), dans le cas particulier de I’identification d’un champ de modules d’Young. Cette partie
s’appuie sur le travail développé dans [12] et permet de détailler les différentes innovations clés appor-
tées.

3.1 Formulation mixte enrichie

Le principe de I’approche mixte basée sur les PINNs est de simuler le champ de déplacements et le
champ de contraintes par des RNs, notés respectivement Vg, et &g et définis comme suit :

P, Q — R? _ (4a)
X = (XX7xy) = ‘96v ()C) = (ﬁe‘,x(xmxy)a ﬁevy(xmxy)) = NN (ev ;x) ’
A . 2
6o, : Q - R ] (4b)

X = (xxvxy) = 690()6) = (695X(xxaxy)7 665y(xxaxy)) = NN(GG ;.X) ’

ol AN désigne un réseau de neurones dense et dont les poids d’entrainement sont regroupés dans les
vecteurs 0, € R™ et 65 € R" pour le déplacement et la contrainte respectivement. Nous souhaitons
identifier un champ de modules élastiques, noté Ej, : x € Q — Ej(x), et nous supposons que le coefficient
de Poisson est scalaire et connu. Une premicre innovation apportée par ce travail est de représenter Ej,
par un champ éléments finis et non par un réseau de neurones comme il est d’usage dans la littérature. Ce
choix est justifié par le fait que des éléments de bas ordres suffisent a capturer des variations mémes tres
localisées du module d’Young, qu’aucune régularité supplémentaire n’est nécessaire puisque notre for-
mulation ne fait intervenir aucune dérivée spatiale de Ej, et que cette représentation permet une meilleur
interprétabilité des résultats puisque le vecteur p représente les valeurs nodales de Ej. De plus, cette
représentation nécessite 1’ajustement de moins d’hyperparametres que dans le cas d’un RN, ce qui rend
son utilisation plus simple. Ainsi, on écrit :

Ep(x) = i@i(x)Ei =®(x)e, (5)
i=1

ol ®(x) est le vecteur des fonctions de forme éléments finis ®(x), et e est le vecteur des inconnues no-
dales, regroupant les valeurs E; du module d’ Young associées a chaque nceud du maillage éléments finis.
Puisque le coefficient de Poisson est supposé connu, on a p = e et les deux notations sont confondues
par la suite.

Dans le cadre des PINNS, les équations du probleme (Ta))-(Id) sont imposées faiblement a travers des
termes de pénalisation. Le probléme inverse revient donc a résoudre :

Ak A * . mixed . A
(VGV 3 Gec 5 Eh > - ?r%mln JPINN (Eh, Vev B Gec) 5 (6)
Vo, 806 ,En

olt la fonctionnelle JEXed est définie comme suit :

Jg}%&d (Eh; \79V,696> = kujgbs (99‘,) + 7\%]&2 (696) + k;:]gbvs <Eh; \’59‘,> (7a)
+ Aresres (G0, ) + Ascae (Go,) (7b)
+ kconst-]const (Eh§ ")Ova 696) . (7¢)

Dans la définition de J;}}g‘ﬁd, le terme Ji,  correspond a I’attache aux données cinématiques. Celui-ci peut
étre défini de fagon analogue a ce qui est fait dans ’Eq. (3) si les données d’entrée sont un champ de
déplacements obtenu par corrélation d’image. Autrement, en disposant de I’image en niveaux de gris de
référence Iy et déformée I; de I’éprouvette, ce terme d’observation cinématique peut étre défini comme

la conservation des niveaux de gris :

u

s = ||Io—1to(p||%7 avec @ : x — x+v(x) 8)
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Il apparait ainsi clairement que cette formulation est naturellement adaptée a la mesure de champ de
déplacements, conjointement a I’identification de propriétés matériaux, dans une méthode PINN-DIC
intégrée.

Les termes Jies et Jpc traduisent respectivement 1’équation d’équilibre locale (cf Eq. (Ta)) et les

conditions aux limites de bords libres (cf Eq. (Id)). Le terme Jyonst correspond a la relation de compor-
tement et permet de coupler 1’apprentissage de Vg, et &g . Enfin, JS‘J’S est un terme d’attache aux don-
nées statiques, inspiré de la définition de Jfbs (cf Eq. (3)) mais étendu a plusieurs tranches horizontales
{Fl};lfl““ de I’éprouvette (représentées en Fig. , pour imposer un équilibre global de la structure. Ce
terme se révele moins contraignant que Jies, ce qui facilite la convergence de 6g_, notamment puisqu’il
permet de capturer la bonne échelle de valeurs de contraintes. Une autre innovation de la formulation
consiste a exprimer ce terme d’équilibre global en fonction du déplacement dans une fonctionnelle notée
JE . Celle-ci se révele particulierement sensible aux paramétres matériaux e et facilite leur identification.
Ces deux termes constituent des contributions clés de la méthode proposée.
De plus, un autre apport du point de vue numérique est d’intégrer une couche de Fourier Features dans les
RN Vg, et Gg, afin de faciliter I’apprentissage de comportements locaux (voir [13] pour plus de détails).
Ces comportements hautes fréquences sont liés a des variations localisées des propriétés matériaux et il
est donc nécessaire de les capter pour identifier avec finesse les parametres. Ces différents points sont
développés dans [12].

Enfin, les poids Ay, A%, Aj, Ares, €t Aconst permettent de pondérer la contribution de chaque terme dans
I’entrainement des RNs et dans I’identification de Ej,. Précisons également que les différentes fonction-
nelles sont évaluées en des points dits de collocation, répartis uniformément dans le domaine €2 et sur ses
bords libres (cf Fig. (1| (droite)). De plus, certaines fonctionnelles requierent I’évaluation de dérivées spa-
tiales des différentes quantités d’intérét, qui sont calculées de facon exacte et efficace par différentiation
automatique.

3.2 Stratégie d’entrainement

La résolution du probleme (6)) se révele difficile puisqu’il nécessite la minimisation de plusieurs fonc-
tionnelles (potentiellement non convexes), par rapport a différents ensembles de parameétres en grande
dimension. Une autre contribution importante de ce travail fut donc de concevoir une stratégie de réso-
Iution dédiée afin de garantir sa convergence et sa robustesse. Les différentes étapes sont résumées dans
cette partie.

Une premiere partie consiste en une initialisation convenable des différents parametres. Le module
d’Young Ej, est initialisé a sa valeur nominale constante Eyon. Les poids des RNs ¥, et &g sont quant a
eux initialisés par méthode de Xavier. Toutefois, les champs de déplacements et de contraintes résultants
manquent d’a priori mécaniques et n’ont donc pas les bonnes échelles de valeurs. Nous proposons une
deuxieme étape d’initialisation pour ces RN, afin de les rendre plus consistants avec la mécanique. Dans
un premier temps, Vg, est entrain€ uniquement sur les données cinématiques, par la minimisation de J¢ .
Cette apprentissage permet d’obtenir une bonne approximation du champ de déplacements sans faire
intervenir de comportement mécanique. Ensuite, &g, est affiné a la fois en minimisant J(ﬁ‘)’s pour capturer
la bonne échelle de valeurs, ainsi que Jons qui joue le role d’attache aux données et qui, conjointement
avec Jres, Jc et fgs, permet d’obtenir un champ qui se rapproche de 1’admissibilité statique.

Une fois les différentes grandeurs convenablement initialisées, la minimisation de Jf)‘}iN"f\]d est réalisée
par une minimisation alternée de cette méme fonctionnelle par rapport aux différents ensembles de para-
metres (e, Oy et 0). Cette étape, qui peut étre également vue comme un point fixe, permet de pallier les

différences de sensibilités de J{Jﬁi}ﬁj (et des fonctionnelles la constituant) par rapport aux parametres.



4 Exemple synthétique : plaque en traction avec une distribution de mo-
dule Young complexe

4.1 Modélisation

Nous considérons une plaque rectangulaire de longueur L = 20 mm et de hauteur H = 50 mm chargée
en traction (cf Fig.[2). L effort de traction vertical, de résultante Fyps = 100 N, est appliquée uniformément
le long du bord haut et bas de 1’éprouvette. Pour la modélisation du probléme, nous faisons 1’hypothese de
contrainte plane. Le matériau est caractérisé par un coefficient de Poisson uniforme et de valeur v = 0.3
ainsi que par une distribution de modules d’Young E (x,y) a identifier. Cette derniére est caractérisée par
deux affaiblissements par rapport a la valeur nominale Eyop fixée a 20 GPa. Le premier affaiblissement
est de 15 GPa et est en forme de Gaussienne (en haut a droite de I’éprouvette), tandis que le deuxieme est
en forme de créneau et représente une perte de rigidité de 10 GPa. La distribution de module d’Young de
référence, ainsi que le maillage éléments finis sur lequel est discrétisé Ej, sont représentés sur la Fig. 2]
Le nombre de degrés de liberté de ce maillage, soit le nombre total de parametres matériaux a identifier,
est m = 861.

Les données synthétiques sont générées a partir d’une simulation éléments finis du probleme de
mécanique associé, calculée avec FEniCS ([[14} 15,16} 17])), sur un maillage plus fin que celui définissant
Ej, (1236 noeuds contre 861). Le champ de déplacements ainsi obtenu est également présenté en Fig. 2]
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FIGURE 2 - Configuration du cas test synthétique. De gauche a droite : le module d’ Young de référence
avec le maillage éléments finis sur lequel il est discrétisé ; le champ de déplacements obtenu a partir d’une
simulation éléments finis avec FEniCS et qui sert de données cinématiques ; les parameétres du modele.

Enfin, les réseaux de neurones Vg, et Gg, sont constitués, dans 1’ordre, de :

— Une premiere couche de normalisation (pratique classique en apprentissage machine);

— Une couche de Fourier Features (voir [[13]) afin de faciliter I’apprentissage des comportements

hautes fréquences (locaux);

— Un réseau de neurones dense de 3 couches cachées, chacune contenant 50 neurones ;

— Une couche de régression linéaire (pratique classique en apprentissage machine).
Au total, Vg, et Gg, sont relativement petits puisqu’ils comptent respectivement 6350 et 6400 parametres,
ce qui est a la fois une caractéristique et la force des PINNs.



4.2 Résultats

Les résultats présentés ci-dessous ont été obtenus en prenant comme données d’entrée le champ de
déplacements synthétique obtenu par éléments finis. Par conséquent, le terme d’attache aux données
cinématiques J% ; est défini, dans ce cas, par I'Eq. (3) et non par la fonctionnelle de corrélation d’image
définie par I’Eq. (§).

En suivant la stratégie de résolution développée dans la Section [3.2] il a été possible d’identifier
précisément la distribution de modules d’Young. La Fig. 3] compare la distribution de modules d’Young
de référence, celle identifiée par notre méthode et I’erreur relative moyenne entre les deux distributions.
Afin de quantifier la précision de la méthode, nous proposons d’utiliser une métrique calculant 1’erreur

relative moyenne entre les deux distributions et définie comme suit :

m
ERM(E)) = - ) ——5— ©)
i=1
A Tissue de I’entrainement, ’ERM est de 7% avec un écart type de 3.8%, ce qui montre que notre
méthode atteint un bon niveau de précision sur cet exemple. De plus, la Fig. [3| propose une visualisation
de la distribution identifiée le long d’une droite passant par les deux types d’affaiblissement. Il peut étre
observé que ces deux types d’affaiblissements sont capturés avec précision.
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FIGURE 3 — De gauche a droite : le module d’Young identifié, avec un agrandissement sur la section
transversale indiquée par la ligne noire pointillée ; le module d’Young de référence; la carte d’erreur
relative entre la distribution de référence et celle identifiée. La méthode proposée permet d’identifier
avec précision la distribution plutdt complexe. A la fin de I’entrainement, I'ERM (cf Eq. (9)) est de 7%
avec un écart-type de 3.8%.

Du point de vue de la complexité algorithmique, le temps de calcul total est de 1I’ordre de I’heure
en utilisant seulement le processeur d’un ordinateur portable standard (sans avoir recours a un GPU).
De plus, il est intéressant de vérifier que le temps de calcul d’une itération du point fixe varie trés peu
(voire pas du tout) en fonction du nombre de parametres a identifier. Ceci tient du fait que le nombre
de parametres des réseaux de neurones est bien plus grand que le nombre de paramétres matériaux a
identifier.

5 Conclusion et perspective

Une méthode PINN-DIC intégrée pour la mesure de champ de déplacements et de propriétés maté-
riaux, adaptée a des contextes de mécanique expérimentale, a été présentée et mise en application sur



un cas synthétique. Ce cas test a permis de montrer la précision et la pertinence de 1’approche pour des
problémes inverses en grande dimension (de I’ordre de 1000 parametres). La méthode s’appuie sur une
formulation mixte qui a été enrichie de plusieurs développements clés pour garantir sa robustesse et sa
convergence.

De surcroit, plusieurs extensions de ces résultats seront présentées. D une part, un cas réel d’essai de
traction d’une plaque trouée, jusqu’a sa ruine, sera étudié pour identifier I’endommagement progressif
de I’éprouvette. D’autre part, pour le cas synthétique et réel, nous montrerons les résultats de la méthode
PINN-DIC intégrée. C’est a dire que les données d’entrée seront les images expérimentales et non plus
un champ de déplacements. Enfin, un cas d’application pour I’identification de loi de comportement
hyperélastique sera détaillé.
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