CSMA 2026

17eéme Colloque National en Calcul des Structures
18-22 Mai 2026, Presqu’ile de Giens (Var)

Une Méthode Eléments Virtuels auto-stabilisée tridimensionnelle pour
I’élasticité linéaire
T. Bouchez!2, A. Gravouil!, N. Blal', A. Giacoma?, E. Delor?, J.-D. Bf:ley2

1 INSA Lyon, CNRS, LaMCoS, UMR5259, 69621 Villeurbanne, France, {timothee.bouchez, anthony.gravouil, nawfal.blal) @ insa-lyon.fr
2 ANSYS France, 69621 Villeurbanne, France, {timothee.bouchez, anthony.giacoma, emmanuel.delor, jean-daniel.beley} @ ansys.com

Résumé — Les travaux présentés proposent une Méthode Eléments Virtuels auto-stabilisée pour I’élas-
ticité linéaire tridimensionnelle. La formulation du probleme repose sur I’approche variationnelle de
Hu-Washizu, permettant ainsi de construire les espaces de déformation et de contrainte discrets comme
des espaces de polyndmes d’ordre élevé, tandis qu’un espace éléments virtuels enrichi est utilisé pour
le champ de déplacement discret. La méthode développée est finalement testée sur des problemes variés
attestant de sa robustesse ainsi que de ses performances en terme de convergence et précision.

Mots clés — Méthode des Eléments Virtuels auto-stabilisée, Hu-Washizu, Maillages de Voronoi.

1 Introduction

La simulation numérique des structures constitue un pilier majeur du développement industriel. En
effet, les outils numériques sont utilisés des les premieres étapes de la conception des produits afin d’ob-
tenir des solutions répondant au cahier des charges de maniere rapide et économique. Pour répondre a la
demande industrielle croissante, il est nécessaire de développer des solveurs numériques rapides et ro-
bustes. Un axe d’amélioration important pour renforcer la robustesse des outils de simulation réside dans
les algorithmes de maillage. En effet, la génération de maillages tétraédriques ou hexaédriques dépour-
vus d’éléments singuliers représente un véritable défi dans le développement de logiciels de simulation
industriels. Pour cette raison, certaines entreprises comme ANSYS Inc. développent des mailleurs po-
lyédriques basés sur des tesselations de Voronoi. Ces outils, que I’on retrouve actuellement pour des
applications en mécanique des fluides, se montrent a la fois trés efficaces et robustes. Du fait des perfor-
mances de ces mailleurs, le développement de méthodes numériques pour la résolution de problemes de
mécanique des structures sur des maillages polyédriques devient un réel sujet d’intérét.

La Méthode des Eléments Virtuels (VEM) introduite en 2013 [3] est une méthode numérique pour
la résolution de probleémes elliptiques sur des maillages polyédriques. Elle semble donc adaptée a 1’uti-
lisation de maillages de Voronoi pour la simulation en mécanique des structures, d’autant plus qu’il
existe dans la littérature des exemples d’applications de la VEM a I’élasticité linéaire [4) 10, (19, 2], [15]],
I’hyperélasticité 11, 24} [16, 22| 26], 1’élastoplasticité [23} 20, [13], 1a mécanique de la rupture [5, 27]],
I’optimisation topologique [[12] ainsi que des problemes de contact [25][1} 21} [14]]. L’un des défauts de la
Méthode des Eléments Virtuels provient de 1’ utilisation d’un terme de stabilisation pour assurer sa coer-
civité. Celui-ci manque alors de motivation physique et, s’il n’est pas suffisamment bien choisi, tend a
réduire 1’ordre de convergence ainsi que la précision de la méthode. Pour ces raisons, de récents travaux
[6, [17] s’affranchissent de toute stabilisation numérique, introduisant ainsi des formulations éléments
virtuels auto-stabilisées (sf-VEM) pour la résolution de problemes 2D. Les développements présentés,
également résumés dans [[7], étendent alors ces résultats a la résolution de probleémes élastiques linéaires
tridimensionnels.

Pour ce faire, le probleme continu est formulé a partir du principe variationnel de Hu-Washizu a trois
champs. L’espace est ensuite discrétisé a I’aide de polyedres convexes-étoilés, ce maillage permettant de
construire les espaces fonctionnels discrets pour les champs de déformation, contrainte et déplacement.
Enfin, I’analyse des performances numériques de la méthode révele une robustesse remarquable.



2 La Méthode des Eléments Virtuels

La Méthode des Eléments Virtuels est une méthode de résolution numérique de problemes ellip-
tiques sur des maillage polyédriques ‘Z,. Pour permettre I’utilisation d’une trés grande diversité de géo-
métrie d’éléments, celle-ci repose sur un espace fonctionnel dont la définition explicite n’existe que
sur les arrétes du maillage. La forme bilinéaire discrete est ensuite construite a I’aide d’un projecteur
IT1: VE — P(E) définit depuis I’espace élément virtuel VE vers un espace de polyndme P(E). Ainsi, si
I’on considere un probleme elliptique de la forme :

Trouver u € V tel que :
a(u,v) =b(v), WweV

ol V est un espace de Hilbert, la Méthode des Eléments Virtuels construit la forme bilinéaire discrétisée
locale sur chaque élément E du maillage 7, comme suit :

CZE (uh,vh) =daf (Huh,th) +SE (uh —Iuy, vy, — th)

ou SE (u, — Tuy, vy, — Tvy) est un terme de stabilisation numérique qui doit étre judicieusement choisi
afin d’approximer correctement 1’énergie des modes stabilisés. Les méthodes éléments virtuels auto-
stabilisées (sf-VEM) visent donc a s’ affranchir de ce terme de stabilisation par 1’utilisation de projections
d’ordre élevé des gradients du champ inconnu uy, et du champ test v,. Jusqu’a récemment, ces dévelop-
pements n’existaient que pour la résolution de problemes bidimensionnels. Nous introduisons donc nos
travaux ayant menés 2 la formulation d’une Méthode Eléments Virtuels auto-stabilisée tridimensionnelle
pour I’analyse de problémes élastiques linéaires.

3 Formulation du probleme élastique-linéaire par I’approche variation-
nelle de Hu-Washizu

On considere Q € R? un milieu élastique linéaire. Soit 0Q = I'p UT'y son bord constitué d’un bord
de Dirichlet I'p, ou est imposé un déplacement up, et d’un bord de Neumann 'y, ot un effort extérieur
t est appliqué, avec I'p NI'y = 0. Et soit f le chargement volumique auquel est soumis . Le principe
variationnel de Hu-Washizu [18] donne la solution du probleme élastique linéaire comme 1’état (u,&,0)
cinématiquement admissible qui stationnarise la fonctionnelle :

J(u,e,0) = %/

s:(C:sdQ—/a: (s—au>d§2—/u-fd§2— u-tds )
Q Q Q Ty

oX
Cette approche permet d’obtenir les formes faibles des équations fondamentales de 1’élasticité linéaire :

— équation d’équilibre :

/su. (a~a+f) dQ— [ Su-(o-n—t)ds=0, Vou
Q X Ty

— loi de comportement :
/ de:(oc—C:e)dQ2=0, Ve
Q

— équation de compatibilité :

o'u
/950'. <r—:— 8X>dQ:O’ Voo

ol 0u, d¢ et do appartiennent aux espaces adaptés.



4 Formulation d’une Méthode Eléments Virtuels auto-stabilisée tridimen-
sionnelle

On considere désormais une décomposition du domaine € en un ensemble de polyedres convexes
étoilés non-chevauchant. La formulation discréte du probleme élastique linéaire est alors obtenue en
définissant indépendamment les champs de déplacement, déformation et contrainte discrétisés tels que
pour chaque élément E € 7y, :

llh|E€Vlf:7l €h|E€V8E 0'h|E€Vg

ot VF,, VL et VE sont des espaces fonctionnels de dimensions finies définis sur E. Le probleme discret,
restreint a chaque élément E € 7y, se réécrit alors comme trouver 1’état (up,ep, o) cinématiquement
admissible qui vérifie :

0
/Suh~ (-ah+f>d£2—/ dup - (oh-n—t)ds=0 Vﬁuher,:SUh:OOHBEﬂFD
E oX AEMTy ’

/Ssh:(ah—(C:sh)dQ:O Vden € VE )
E

as
/Esah: (sh—a;h> dQ =0 Voo € VE

Dans cette section, les espaces fonctionnels choisis pour V{,, V{ and VZ sont introduits.

Dans un premier temps, les espaces associés aux champs de déformation et de contrainte discrétisés

sont définis comme deux espaces de tenseurs d’ordre deux symétriques a valeurs polynomiales d’ordre
inférieur ou égal a [ :
En considérant désormais 1’équation de compatibilité discréte du systeme d’équations (2)), il est possible
de constater que le champ de déformation discrétisé ey, correspond a la projection du gradient symé-
trisé du champ de déplacement sur I'espace [P(E)]3)s,. On note alors Tle(-) : V‘E | = [PI(E)]3s cette
projection définie telle que Vuy, € Vf -

asuh

II __
(e () X’
Ainsi, pour assurer la stabilité de la formulation, I’ordre polynomial / devra étre choisi tel que :

dimkerIle(-) =6

sym

P =0 VP e [P(E)>S3
) ey =0 P [P(E)

Dans un second temps, la construction de 1’espace fonctionnel associé au champ de déplacement
discrétisé commence par la définition, sur chaque face F de I’élément E € ‘I, d’un projecteur type
serendipity II3 . : [L*(F)]® — [Q1(F)]? ainsi que d’un espace élément virtuel enrichi sur F définit tel
que :

Vi, = {vh € EN1, | Avi € [A(F)P, vl € [Pi(e)]® Ve e ZF} (3)
Ou ‘Er correspond a I’ensemble des arrétes de la face F et ZQ\[i, est I’espace d’enrichissement définit
par:
EN, = {ve [H'(F)] | /Fp.vds:/Fpl_IiFVds vpe PR}

On peut finalement construire, pour chaque élément E € 7, I’espace élément virtuel enrichi attribué au
champ de déplacement discrétisé tel que :

VE, = {vh € [H'(E)? | Avn € [P (E)P, walr € VE, VF € TE}
Les degrés de libertés associés a cet espace peuvent étre identifiés comme :
(i) I’évaluation du champ vy, aux sommets de £
(ii) I’évaluation des moments d’ordre jusqu’a / — 1 sur E définis par : / P-VhdQ Vp € [P (E)]?
E

La construction des matrices de rigidités élémentaires peut finalement se faire a partir des degrés de
liberté associés a I’espace des déplacements discrets Vf ; ainsi que des propriétés de 1’espace d’enrichis-
sement définit équation (3)).



5 Tests numériques

La Méthode Eléments Virtuels auto-stabilisée présentée ici a été testée sur différents problémes nu-
mériques. Dans un premier temps, une analyse de convergence a été réalisée sur des maillages de Vo-
ronoi, montrant figure [I] un ordre de convergence de la méthode a I’ordre 1 en norme énergétique, et
a lordre 2 en norme L2, étendant ainsi au cas tridimensionnel les résultats obtenus dans la littérature
en deux dimensions [6, [17]. Les performances de la formulation proposée ont ensuite été évaluées sur
la membrane de Cook figure [2] ainsi que sur un probleme légérement plus industriel de platine chargée
figure[3] Sur ces deux cas tests, la méthode fourni des résultats qui se situent entre ce qui peut étre obtenu
avec une formulation Eléments Finis Q1 et Q2. De plus, la méthode développée semble offrir un gain
en précision notable lorsque celle-ci est comparée a la formulation sf-VEM tridimensionnelle proposée

dans [28].
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FIGURE 1 — Analyse de convergence (figure issue de [7]])
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FIGURE 2 — Membrane de Cook (figure issue de [[7])

6 Conclusion

Dans les travaux présentés, nous avons étendu les Méthodes Eléments Virtuels auto-stabilisées bi-
dimensionnelles de la littérature a I’analyse de problemes élastiques linéaires en trois dimensions. La
formulation proposée a été testée numériquement sur différents problémes et montre une convergence
optimale ainsi qu’un précision intéressante lorsqu’elle est utilisée sur des maillages de Voronoi. De plus,
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FIGURE 3 — Platine chargée (figure issue de [[7]])

celle-ci s’est montrée robuste sur I’ensemble des géométries d’éléments présents dans les maillages uti-
lisés, ce qui inclus des polyedres non-convexes. Les prochains travaux considérés visent a étendre la
méthode a des ordres plus €levés [8]] ainsi que son application a des problemes plus complexes de la mé-
canique des structures comme la simulation de structures minces [9], I’analyse en grandes déformations
ou I’étude de probléemes de contact.
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