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Résumé — Cette étude compare différentes méthodes pour résoudre des problemes géométriques com-
plexes issus de calculs basés sur des images, en se limitant aux approches nécessitant peu de prétrai-
tement géométrique : la méthode des éléments finis voxels, la méthode des éléments finis par décom-
position conforme (CDFEM) et les méthodes de domaines fictifs. La géométrie est modélisée par des
fonctions level-set, obtenues par segmentation ou recalculées a partir d’une surface maillée. Pour évaluer
ces méthodes, des analyses de convergence sont réalisées sur des problemes en 2D et 3D de complexité
variable.

Mots clés — calculs sur images, X-FEM, CDFEM, domaines fictifs.

1 Introduction

L’intégration de la conception assistée par ordinateur (CAO) et de I’ingénierie assistée par ordinateur
(IAO) est essentielle aux processus modernes d’ingénierie. Cependant, la transition des modeles géomé-
triques vers des maillages préts pour la simulation reste un point délicat, souvent marqué par des pertes
de données, des imprécisions géométriques et un prétraitement fastidieux. Ces défis sont particuliere-
ment aigus dans la fabrication additive, ol la complexité géométrique des matériaux architecturés peut
s’avérer problématique pour les techniques de maillage traditionnelles. Parallelement, les calculs basés
sur I’imagerie prennent une importance croissante, notamment en ingénierie biomédicale et en science
des matériaux. Les simulations issues de données d’imagerie (tomographie ou IRM) exigent une repré-
sentation fidele de géométries internes complexes, comme les structures osseuses poreuses, les interfaces
de tissus mous ou les matériaux microstructurés [1]. La capacité a convertir de maniere robuste ces don-
nées en maillages haute fidélité est cruciale pour des applications comme la conception de dispositifs
médicaux sur mesure, la biomécanique des tissus ou 1’analyse de composites hétérogenes [2, 3].

La méthode des éléments finis (FEM), bien que robuste et polyvalente, peut devenir délicate a mettre
en ceuvre lorsqu’elle est appliquée a des domaines géométriquement complexes ou issus d’images. Se
restreindre aux maillages conformes, alignés sur les frontieres et interfaces des matériaux, devient pro-
blématique avec I’augmentation de la complexité géométrique. La méthode peut alors peiner a concilier
précision et efficacité calculatoire, incitant a explorer des approches alternatives.

Parmi celles-ci, la méthode des éléments finis voxels (FEM voxel), la méthode des éléments finis par
décomposition conforme (CDFEM) et les méthodes de domaines fictifs (comme la Finite Cell Method)
se distinguent. Elles exploitent les fonctions level-set pour représenter implicitement des géométries
complexes et des changements topologiques, réduisant ainsi le besoin de raffinement manuel. La FEM
voxel, adaptée aux calculs basés sur 1’imagerie, voit son colit computationnel limité par la résolution
de I’'image sous-jacente. La CDFEM, quant a elle, décompose les maillages non conformes en éléments
alignés sur les interfaces level-set, améliorant la précision aux interfaces sans modifier la structure du
maillage, mais au prix de distorsions des mailles. Les méthodes de domaines fictifs, en utilisant des
maillages totalement indépendants de la géométrie, offrent une flexibilité accrue pour les géométries
complexes, avec des avancées récentes en schémas d’intégration et regles de quadrature qui améliorent
leur efficacité.

D’autres approches, comme 1’analyse isogéométrique (IGA) et les méthodes sans maillage (EFG



par exemple), visent aussi a surmonter ces défis. Dans le cas ol les géométries CAO sont disponibles,
I’IGA élimine la génération de maillage en utilisant directement cette paramétrisation, préservant la
fidélité géométrique, mais peut &tre coliteuse si un raffinement local est nécessaire. Les méthodes sans
maillage, bien que performantes pour les géométries complexes, nécessitent des solveurs spécialisés et
potentiellement cofiteux.

Cette étude vise a évaluer systématiquement les performances de la FEM voxel, de la CDFEM et des
domaines fictifs, intégrées aux level-sets, pour automatiser la génération de maillage, préserver la fidélité
géométrique et optimiser 1’efficacité calculatoire, a travers différents exemples de complexité croissante.

2 Méthodes comparées

Considérons un domaine Q € R? (d = 2,3) sur lequel nous cherchons & résoudre des équations
physiques telles que celles qui régissent la thermique ou la mécanique stationnaire. La représentation
premiere de ce domaine peut étre fournie sous forme d’une image (obtenue par microscopie ou tomo-
graphie), d’un nuage de points ou d’une représentation surfacique (obtenus a partir d’un scan surfacique
ou du pré-traitement d’une image). La complexité géométrique de Q fait que nous ne chercherons pas
a construire de maillage conforme & partir de sa définition géométrique. Il est toutefois intéressant de
préciser que ces modes de représentation peuvent aisément tre convertis sous forme d’une fonction de
niveau 0(X) qui servira de base aux stratégies présentées par la suite. Cette fonction de niveau est telle
que la frontiere de Q : dQ est I’iso-zéro de la fonction level-set :

30 = {x/(x) = 0}
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FIGURE 1 — Illustrations : a. Géométrie et maillage de base (32 x 32); b. Maillage voxel; c. Maillage
CDFEM d. Maillage support a la géométrie des domaines fictifs.



2.1 Eléments finis voxels

Pour cette méthode, le processus commence par la création d’un maillage de base, qui sert de struc-
ture de référence pour les étapes suivantes. Contrairement aux techniques de maillage classiques, ce
maillage de base est construit indépendamment de la géométrie des frontieres du domaine. Cela per-
met de générer une grille simple et réguliere qui n’a besoin que de chevaucher le domaine, sans devoir
épouser précisément ses contours. Cette approche simplifie grandement le processus de maillage, surtout
pour les géométries complexes, en évitant 1’utilisation d’éléments alignés sur les frontieres. Bien que
I’approche puisse travailler directement a partir d’'une image seuillée [4], nous utilisons ici la fonction de
niveau pour réaliser le seuillage de la géométrie. Cette fonction est interpolée sur le maillage de base, ce
qui permet de classer chaque élément du maillage comme étant a I’intérieur, a 1’extérieur ou traversant
la frontiere du domaine. Une fois cette classification terminée, seuls les éléments situés entiérement a
I’extérieur du domaine sont supprimés, conduisant ainsi a un maillage final qui représente le domaine
d’intérét Q, comme illustré sur la Fig. 1 b.

Bien que les modeles basés sur les voxels offrent simplicité et efficacité numérique [5], ils produisent
intrinseéquement des surfaces artificiellement crénelées en raison de leur approximation en escalier des
frontieres [6]. Ces imprécisions géométriques peuvent entrainer des oscillations locales prononcées des
contraintes et une réduction de la précision de la solution.

2.2 Eléments finis par décomposition conforme

La méthode des éléments finis par décomposition conforme [7] (CDFEM) propose une approche
pragmatique et efficace pour traiter les problémes a géométrie complexe en utilisant un maillage de fond
initialement indépendant des interfaces. Tout comme pour 1’approche voxels, la CDFEM se base sur un
maillage de fond non conforme (structuré ou non), qu’elle décompose ensuite en éléments alignés sur la
géométrie des interfaces [7]. Le processus débute par la génération d’un ou plusieurs champs de fonctions
level-set qui décrivent les interfaces sur le maillage de fond [7]. Ces champs level-set servent de base
pour subdiviser les éléments non conformes en éléments conformes permettant ainsi une représentation
précise des contours. Un code de calcul éléments finis standard peut ensuite &tre utilisé pour le calcul.

Une caractéristique clé de la CDFEM est sa capacité a introduire des nceuds supplémentaires aux
endroits ou les interfaces croisent les arétes des éléments du maillage de fond [7]. Comme illustré sur la
Fig. 1 c, 'interface level-set est approximée linéairement sur le maillage de base.

Bien que la CDFEM présente des avantages significatifs pour la prise en compte de la géométrie,
Iintersection arbitraire des surfaces level-set avec le maillage de fond peut potentiellement conduire a
des éléments conformes de qualité sous-optimale. Ce défi provient du fait que les points d’intersection
sont déterminés uniquement par I’approximation level-set et la structure du maillage sous-jacent, sans
contrdle explicite sur la forme ou le rapport d’aspect des éléments. De telles contraintes géométriques
peuvent affecter la performance numérique et la précision de la discrétisation résultante. Cependant,
Noble et al. [8] ont montré que des heuristiques simples peuvent étre appliquées afin d’atténuer cette
limitation.

2.2.1 Domaines fictifs

Les méthodes de domaines fictifs suscitent un intérét croissant ces dernieres années en raison de leurs
caractéristiques avantageuses pour les processus de conception par analyse [9]. Le principe fondamental
des méthodes de domaines fictifs réside dans leur capacité a dissocier la représentation géométrique
du maillage de calcul. L’interaction entre géométrie et approximation se fait uniquement au niveau de
I’intégration de la forme variationnelle du probleme.

La méthode est illustrée sur la Fig. 1 d : la géométrie du domaine d’intégration est définie de maniere
indépendante du maillage de calcul, ce qui permet de dissocier précision géométrique et précision de
I’approximation. Les variables inconnues restent associées aux sommets des éléments du maillage origi-
nal, évitant ainsi I’introduction de degrés de liberté supplémentaires. Dans la mise en ceuvre, les éléments
situés entierement a 1’extérieur du domaine d’intérét sont exclus du processus d’intégration numérique,
tandis que des régles de quadrature standard sont appliquées aux éléments entierement contenus dans le
domaine. Des techniques d’intégration spécialisées doivent cependant étre employées pour évaluer avec



précision la formulation faible sur les éléments coupés par I’interface [10, 11]. Ces stratégies spécialisées
impliquent souvent des regles de quadrature adaptatives ou des techniques de type moment fitting pour
maintenir la précision de la solution [12].

Nous illustrons ici I’approche dite par sous-grille (Fig. 1 d) car celle-ci est treés robuste et bien adaptée
aux calculs a partir d’image : la level-set est interpolée sur un maillage défini hierarchiquement vis-a-vis
du maillage du calcul. La taille minimale de ces éléments est la taille des pixels de 'image d’entrée.

Un parametre important dans ce contexte est le nombre de niveaux de feuilles, qui joue un grand
role dans le compromis précision / efficacité numérique. Le nombre de niveaux de feuilles est défini
comme le nombre de subdivisions récursives appliquées aux éléménts du maillage de calcul [10]. Ce
parametre influence directement la résolution de I’approximation de I’interface et la qualité de 1’intégra-
tion numérique. Un nombre plus élevé de niveaux de feuilles conduit généralement a des représentations
plus précises des géométries complexes, mais augmente également les cofits de calcul (davantage de
points d’intégration). Le choix optimal des niveaux de feuilles représente donc un compromis entre les
exigences de précision et les ressources de calcul [10].

3 Exemple numérique

Nous ne présentons ici qu’un seul exemple numérique : considérons la géométriques déja présentée
sur la figure 1 qui représente un carré de co6té 1 x 1 contenant un motif en forme de fleur. Le but de
cet exemple est d’étudier une géométrie présentant de fortes variations de courbure, ce qui permet de
mieux discriminer les performances des méthodes. La fonction level-set décrivant I’interface de la fleur
est donnée dans [13] :

o(r,0) :ro—i-O,lsin(wG)—\/(x—xc)z—i-(y—yc)z. (1)

Ici, nous fixons rg = 0,25 et le nombre de pétales w = 10. De plus, la fleur est volontairement
décentrée en (x.,y.) = (0,51;0,49) pour généraliser le probléme. Un probléme en Laplacien est résolu
sur le carré privé de la fleur (zone grisée sur la figure 1 a). Une solution manufacturée avec un flux nul
a I'interface a été construite afin de comparer la convergence des trois méthodes étudiées. La condition
de flux nul sur I’interface de la fleur est nécessaire pour comparer les différentes approches. Sans cela,
imposer un flux exact sur celle-ci conduirait toujours a une convergence optimale, indépendamment de
la précision géométrique. La solution exacte est ensuite imposée sur le bord du domaine extérieur (carré)
au moyen de conditions limites de Dirichlet.

FIGURE 2 - Probléme d’interface en forme de fleur. Solution et maillage pour les domaines fictifs.

La figure 2 présente la solution exacte de ce probleme. Les figures 1(b), (c) et (d) montrent les
différents maillages utilisés pour la méthode des éléments finis voxels, la CDFEM et la méthode des
domaines fictifs (avec 5 niveaux de feuilles pour I’approximation géométrique dans le cas des domaines
fictifs).

La convergence est évaluée en utilisant la semi-norme H' pour différents niveaux de raffinement
de maillage. Seule la convergence en & est considérée pour les méthodes basées sur les éléments finis



(CDFEM et voxel), tandis que les convergences en i et en p sont analysées pour les domaines fictifs.
Tous les calculs commencent avec un maillage de base de 8 x 8 éléments, qui est progressivement raffiné
pour étudier la convergence en /.
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FIGURE 3 — Convergence en semi-norme H ! pour les méthodes voxel FEM (noir), CDFEM (bleu) et
domaines fictifs (rouge) pour différents ordres polynomiaux. La convergence en p pour un maillage
8 x 8 et 10 niveaux de feuilles est également présentée.

La Fig. 3 présente les résultats de convergence correspondants. Nous observons que la méthode voxel
ne parvient pas a converger de maniere optimale a cause de la lente convergence de la géométrie et des
singularités au niveau des nombreux angles rentrants. La CDFEM converge de maniere optimale pour
les approximations linéaires et quadratiques, mais pas pour 1’approximation cubique. Ce comportement
s’explique par la précision géométrique insuffisante due a la représentation linéaire de la géométrie. Il est
important de préciser ici que, selon le probléme traité, la convergence optimale en quadratique n’est pas
toujours obtenue. Les domaines fictifs, en revanche, montrent une convergence optimale pour p =1, 2 et
3, avec un niveau d’erreur plus faible que la CDFEM pour p = 1,2 (probablement grace a une meilleure
précision géométrique). Enfin, une convergence exponentielle est observée pour la convergence en p, en
raison de la régularité de la solution et d’une précision géométrique adaptée (10 niveaux de récursion par
rapport au maillage d’approximation se révelent suffisants dans ce cas).

4 Conclusion

Nous avons présenté une comparaison entre différentes approches permettant de résoudre des pro-
blémes posés sur des domaines a géométrie complexe : éléments finis voxels, éléments finis par décom-
position conforme et domaines fictifs. Pour une approximation linéaire, toutes ces méthodes convergent
optimalement, mais 1’approche CDFEM semble étre le meilleur compromis précision-facilité de mise
en ceuvre. Si I’on considere des approximations d’ordre supérieur, alors seule I’approche des domaines
fictifs permet d’atteindre une convergence optimale. Cette approche est également capable de converger
exponentiellement en cas de raffinement p.

Des validations proches de la pratique seront présentées lors de la conférence (calculs & partir d’image,
cas tridimensionnels) afin de pouvoir conclure plus précisément sur les avantages comparés de ces ap-
proches.
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