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Résumé — La discrétisation de problémes de propagation d’ondes en régime harmonique par éléments
finis conduit a des systemes linéaires coliteux a résoudre. Nous considérons une méthode d’éléments
finis discontinus hybridisée en utilisant des variables de transmission aux interfaces entre les mailles.
Cette approche permet d’accélérer la convergence des schémas itératifs et posseéde une structure algo-
rithmique adaptée au calcul parallele, notamment sur cartes graphiques. Nous présentons et étudions des
implémentations de cette méthode au moyen de résultats 3D obtenus avec un code C++ dédié.
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1 Introduction

Les méthodes d’éléments finis sont largement utilisées pour étudier des phénomenes de propagation
d’ondes. Cependant, lorsqu’on s’intéresse aux problemes réalistes en fréquence, ces méthodes conduisent
a des systeémes linéaires creux de tres grande taille dont la résolution est difficile. D’une part, les solveurs
directes sont cofiteux et complexes a mettre en ceuvre sur des architectures de calcul paralleles. D’ autre
part, les solveurs itératifs classiques, qui sont simples a paralléliser, convergent lentement en raison de
propriétés intrinseéques des problémes de propagation d’ondes en régime harmonique, e.g. [5].

Nous nous intéressons aux approches permettant d’accélérer la résolution itérative de tels problémes
en tirant parti des architectures paralleles modernes composées de processeurs multicceurs (CPU) et
de cartes graphiques (GPU). Les recherches sur ce sujet portent principalement sur des techniques de
préconditionnement et de décomposition de domaine. Malheureusement, les techniques généralement
développées pour les problemes coercifs ne fonctionnent pas pour les problemes en fréquence, et des ap-
proches ad hoc sont nécessaires, e.g. [2, 7, 10]. Parallelement, des méthodes d’éléments finis alternatives,
utilisant notamment des fonctions de base discontinues, sont développées. Ce domaine de recherche est
tres actif.

Dans le cadre du projet ANR WavesDG, nous travaillons sur une méthode de type Galerkin discon-
tinu hybridisée (HDG) avec des flux numériques de type upwind. L’hybridisation consiste a introduire
une variable supplémentaire aux interfaces entre les éléments afin de découpler les inconnues physiques
correspondants a des éléments différents. Ces inconnues sont ensuite éliminées du systtme dans un
processus de condensation statique, menant a un systeme hybridisé aux propriétés différentes. Avec 1’ap-
proche HDG standard, e.g. [1, 4, 6], la variable supplémentaire est une trace numérique. Avec notre
approche, appelée CHDG [11], il s’agit d’une variable de transmission.

L’approche CHDG augmente la taille du systeéme hybridisé qu’il faut résoudre, mais les expériences
numériques indiquent que les solveurs itératifs convergent plus rapidement. De plus, la structure algorith-
mique des schémas de résolution, qui est proche de celle des solvers DG développés pour les problémes
en temps [9, 12, 13], est adaptée au calcul parallele sur CPU et GPU. Nous pensons qu’il s’agit d’une
approche prometteuse pour des simulations rapides utilisant pleinement les ressources des architectures
de calcul modernes.

Dans cet article, nous présentons et discutons les principaux ingrédients de la méthode CHDG (Sec-
tion 2), des stratégies de mise en ceuvre (Section 3) et quelques résultats préliminaires obtenus avec un
code de calcul parallele C++ dédié (Section 4).



2 Méthode CHDG

Probleme considéré. Pour décrire la méthode, nous considérons un probleme d’ondes scalaires en
régime harmonique sur un domaine borné Q C R3,

—tkp+V - -u=0, dansQ,
—tku+Vp=0, dansQ, (D)

p—mn-u=s, surdQ,
avec la pression p(x), la vitesse particulaire u(x), le nombre d’ondes k = ®/c, la pulsation , la vitesse
de phase ¢ et un terme source s(x). Nous supposons une dépendance temporelle ¢'®. La méthode peut

s’étendre & d’autres conditions limites [11], aux milieux hétérogenes [16] et a d’autres types d’ondes
[15, 17].

Eléments finis discontinus. Le probléme est discrétisé sur un maillage composé de tétrahedres. Les
mailles et leurs faces sont notées K et F', respectivement. L ensemble %X contient toutes les mailles du
maillage. L’ ensemble ¥k contient toutes les faces de la maille K. Pour définir la formulation variationelle
du probleme, nous utiliserons la notation

(u,v)K::/qu:B et (u,v)p ::/uvdx, 2)
K F

pour tout champs scalaires u et v, et une notation similaire pour les champs vectoriels.
Sur chaque maille K € X, les champs de pression et de vitesse particulaire sont représentés par des
fonctions polynomiales complexes de degré maximum p. Ils vérifient le probleme local suivant :

Trouver px € Py(K) et ug € [Py(K))’ tel que

—tk(pk.qx)k — (uk, Vax)k + Lreq (nk.F-Ur,qx)F =0, 3)
—tk(uk,vx)k — (Pk,V - v&)k + Lres (DFsmk F - Vk)F =0,
pour tout gx € Pp(K) et vg € [Bp(K)]?,

oll ng r - Ur et pr sont les flux numériques (a définir). Le probléme global est composé de tous les
problemes locaux (3).

Flux upwind et variables de transmission. Les flux numériques permettent d’imposer faiblement les
conditions de continuité aux interfaces entre les éléments et les conditions aux limites a la frontiere du
domaine. Ils sont choisis de manicre a assurer la consistance et la stabilité du schéma.

Nous considerons des flux numériques de type upwind défini par

~ %(PK-FPK')-F%TLKP(UK—uKr) siF ¢ 0Q avec F =KNK/, 4a)
= a
(pk +ngr-uk+s)/2 si F C 0Q,
. %an-(uK—i—uKr)—k%(pK—pKr) siF ¢ 0Q avec F =KNK/,
TR F - UE = . (4b)
7 (pk+ngF-ug—s)/2 si F C 0Q,

ol nk r est la normale unitaire extérieure a la maille K sur la face F. Si F est une face intérieure (i.e.
F ¢ 0Q), alors K’ est I’élément voisin qui partage cette face avec K.

Ces flux s’obtiennent en utilisant la technique du flux spliting, qui permet de traiter séparément les
ondes sortantes et entrantes aux interfaces. Ils peuvent se réécrire

pr=758kr+8kr) (5a)
nkr-Ur =5 (g —8kr)s (5b)

avec les variables de transmission sortante et entrante, respectivement notées gg r et g, définies par

S%f ‘= pk+ngr-ug, (6a)
O gorp SIFZ0Q avecF =KNK, )
KF si F C 0Q.



Ces variables sont définies pour chaque face F' de chaque élément K. La variable sortante est définie par
les champs physiques de la maille locale, alors que la variable entrante est définie par ceux de la maille
voisine ou par la conditions aux limites. Ces variables peuvent étre interprétées comme des données
entrantes et sortantes qui traversent chaque face.

Hybridisation. La résolution directe du probleme global nécéssite de résoudre un systeme linéaire
dont les inconnues sont associées aux champs physiques. Au lieu de faire cela, nous introduisont une
variable supplémentaire sur les faces du maillage de maniere a découpler les champs physiques des
maillages voisines. Cela permet d’éliminer les inconnues associées aux champs physiques en résolvant
des probleémes locaux découplés, a la maniere d’une condensation statique ou d’un complément de Schur.
Il en résulte un probleme hybridisé dont les inconnues sont associées a la variable supplémentaire.

Avec la méthode HDG (Hybridized Discontinuous Galerkin) classique, la variable supplémentaire
correspond au flux numérique pr. L’approche est généralement motivée par la réduction du nombre
d’inconnues du systéme hybridisé résultant. Pour le probleme d’ondes scalaires, ces inconnues sont as-
sociées a un unique champs scalaire inconnu défini sur chaque face du maillage.

Dans ce travail, nous considérons une stratégie alternative, appelée CHDG !, qui consiste 2 utili-
ser la variable de transmission entrante g? r comme variable d’hybridisation. Comparé a la méthode
HDG classique, le nombre d’inconnues augmente : pour chaque face intérieure du maillage, il y a deux
variables de transmissions entrantes, chacune étant associée a 1’'un des cotés de la face. Cependant, le
systeme hybridisé obtenu avec I’approche CHDG possede de meilleures propriétés pour une résolution
itérative. Nous observons que les schémas itératifs convergence plus rapidement.

Probleme hybridisé. Le probléme hybridisé est défini sur le squelette du maillage. Avec 1’approche
CHDG, I'inconnue, notée

gnh € Gn = Ugex Uper Pp(F), @)

correspond a la variable de transmission entrante gj|x r := g,% 5 définie par (6b) sur chaque face de
chaque maille. En introduisant cette variable dans le probleme local (3), celui-ci se réécrit
Trouver px € Py(K) et ug € [Py(K))’ tel que
—1k(px,qx )k — (K, Vax )k + Lre g %(pk +nkF UK, qK)F
=Yrew %(g[%Fa qK)F
—tk(ug,vk)k — (Px, V- Vk)k + Lres, %<(PK + Nk F-Uk), MK F - VK)F

®)

1
=—Yrew 3 <g1?’p, NKF - VK)F,

pour tout gx € P, (K) et vg € [Py(K)]’.

Les problemes locaux sont donc découplés. En utilisant la définition (6b), nous obtenons une expression
du probleme hybridisé :

Trouver g5 € Gy tel que

ZKG?(ZFGTK«I —T1S)gn,En)F = ZKe?(ZFe;fK<b,§h>Fa €)
pour tout &, € Gy,

ou les opérateurs I, S et Il et le terme b sont définis par

(Ign)|k.F = 8K F» (opérateur identité) (10a)
(Sgn)|k.F := px(gn) + 1k F - uk(gn), (opérateur de diffraction) (10b)
g SiF ¢ 0Q avec F=KNK/,
(Mgp)|k.F := {iK F G F i 30 (opérateur d’échange) (10¢)
0 si F ¢ 0Q,
blxr:= ] GFca0 (source globale) (10d)

1. Le ‘C’ provient du fait que les variables de transmission sont reliées aux variables caractéristiques des solveurs de
Riemann, qui sont utilisés pour définir les flux upwind.



ot (pk(gn),ux(gn)) est la solution du probleme local (8) pour la donnée gj.

Les opérateurs agissent sur Gj. L’opérateur S peut s’interpréter comme un opérateur “variable en-
trante vers variable sortante”, qui demande la résolution des problemes locaux. L’ application de I’ opéra-
teur I revient a transférer des données entre les éléments voisins. Nous pouvons prouver que I’opérateur
I1S est strictement contractant pour une norme [?* définie sur les faces, voir [11] pour plus de détails.
Cette propriété implique que le probleme est bien posé, et qu’il peut €tre résolu avec un point fixe.

3 Mise en ceuvre

Systeme hybridisé. Une base polynomiale est choisie pour représenter I’inconnue g, et pour définir
les fonctions de test du probleme hybridisé (9). Cela conduit au systeme linéaire

M|[I-IIS|g = Mb, (11)

ou g contient les coefficients de g; sur la base considérée, et b contient ceux de la projection de b, M
contient les matrices de masse associées aux faces, et IT et S sont les versions matricielles de ITet S. Les
matrices M et S sont diagonales par blocs, la taille de chaque bloc dépendant du nombre d’inconnues
discretes par face. L application de la matrice S demande la résolution de la version discréte du probleme
local (8) pour tous les éléments du maillage. La matrice II est binaire et creuse.

Dans ce travail, nous utilisons des fonctions de base nodales avec lesquelles les inconnues discretes
correspondent aux valeurs des champs sur des nceuds définis sur les éléments. Ces fonctions sont utilisées
pour représenter les champs physiques (sur les éléments) et g (sur les faces). Ce choix permet d’appli-
quer des stratégies d’implémentation utilisées dans des codes de calcul DG écrits pour les problemes en
temps. En particulier, ces stratégies simplifient la gestion des orientations des éléments, 1’évaluation de la
trace des champs physiques aux faces, les échanges des données aux interfaces, et le calcul des matrices
élémentaires, voir [8].

Schémas itératifs. Dans ce travail, différents schémas itératifs sont comparés pour résoudre le systeéme
(11). D’abord, nous considérons le point fixe,

gl =TISg' +b, ¢=0,1,... (12)

pour une solution initiale g” donnée. Puisque IS est une contraction stricte [11], ce schéma converge
toujours. En pratique, les méthodes de Krylov sont largement utilisées pour résoudre les problemes de
propagation d’ondes en régime harmonique. Nous considérons le schéma CGNR, qui consiste a appli-
quer un gradient conjugué a 1’équation normale (A*A)g = A*Mb avec A :=M [I — HS], et le schéma
GMRES. Dans les deux cas, nous utilisons un préconditionnement symétrique avec M, qui peut s’in-
terpréter comme une réécriture du systeme (11) dans une base polynomiale orthonormale. L’ empreinte
mémoire du CGNR est plus petite que celle du GMRES, car ce dernier requiert le stockage des vecteurs
d’une base de Krylov, mais elle nécessite 1’application de la matrice adjointe.

Dans [11], il est observé que CGNR est presque aussi efficace que GMRES en terme de nombre d’ité-
rations pour la résolution du systéme hybridisé sur un ensemble de benchmarks 2D. En pratique, pour
des problemes réalistes, la conclusion dépendra aussi des temps de calcul et des ressources disponibles.

Programmation parallele. La construction du systeme hybrisé et les schémas itératifs ont été implé-
mentés dans un code dédié écrit en C++. Deux versions sont actuellement en cours de développement.
Une version CPU qui utilise MPI et OpenMP pour la programmation parallele et la librairie mk1 pour la
résolution des systémes locaux. Une version GPU qui utilise CUDA pour la programmation parall¢le et
MAGMA pour la résolution des systemes locaux.
Dans les deux versions du code, les applications des matrices globales sur tout vecteur sont implé-
mentées dans des fonctions dédiées. Des stratégies similaires sont utilisées :
— L’application de M se fait en reconstruisant/appliquant les matrices de masse locales a chaque
appel. Le passage a I’élément de référence permet de ne stocker que la matrice de référence.
— L’application de IT est un mouvement de données aux interface entre les éléments. D’un point de
vue algorithmique, ce mouvement est similaire a celui de solveurs DG en temps, voir e.g. [12].
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— Pour I’application de S, deux alternatives sont considérées :

(1) Les systemes locaux sont assemblés et résolus en parallele a chaque appel de la fonction.
Cette approche “On The Fly” (OTF) minimise la quantité de données a conserver tout au
long du calcul, mais elle implique de répéter des opérations identiques a chaque itération.

(2) Les blocs diagonaux de S sont précalculés lors d’une phase d’initialisation au cours de la-
quelle les matrices des systemes locaux sont assemblées et inversées. Ces blocs sont conser-
vés tout au long du calcul et appliqués a chaque appel de la fonction. Cette approche “Input To
Output” (120) augmente I’empreinte mémoire, mais réduit la quantité de calcul par itération.

Les matrices locales sont calculées a I’aide de stratégies similaires a celles décrites dans [8].

Plus d’informations sur I’implémentation GPU se trouvent dans [3] et dans article en préparation.

4 Quelques résultats préliminaires

Validation et comparaison des schémas itératifs. Nous considérons deux problemes de référence
définis sur le domaine [0,1]* : la propagation d’une onde en espace libre (conditions de Robin non-
homogene et k = 10m) et une cavité (conditions de Dirichlet homogene, source volumique unitaire et
k = 5,5v/2m), voir figure 1. Dans les deux cas, la taille caractéristique d’un élément est 1 = 1/8 et le
degré polynomial est p = 6. Le maillage est composé de 2716 tétrahedres, le systeme hybridisé possede

Probléeme en espace libre Probléme de cavité

(N

FIGURE 1 — Validation : Partie réelle des solutions des problemes de référence. Les surfaces d’isovaleurs
sont représentées a I’intérieur du maillage de la fronticre.

—»— Point fixe —e— CGNR —&— GMRES avec restart(50) —— GMRES sans restart

Probléme en espace libre Probleme de cavité
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FIGURE 2 — Validation : Erreur sur u(z) en norme L? en fonction de I’itération avec différents schémas
itératifs. La solution numérique est comparée a la solution analytique de référence. Les lignes pointillées
correspondent a I’erreur de la projection de la solution analytique sur I’espace d’approximation.



304 192 inconnues, et le probleme physique de départ possede 912 576 inconnues (336 par élément).

La décroissance de I’erreur en fonction du nombre d’itérations est présentée sur la figure 2 pour
les différents schémas itératifs : point fixe, CGNR et GMRES avec ou sans redémarrage. L’erreur est
calculée en comparant la solution obtenue a chaque itération a la solution analytique de référence, elle
ne peut donc pas descendre en dessous du niveau qui serait obtenu avec un solveur direct. L’ objectif est
d’atteindre ce niveau le plus rapidement possible. L’erreur correspondant a la meilleure approximation
sur I’espace d’approximation est donnée a titre indicatif.

On observe que le point fixe converge pour les deux problémes, mais il est tres lent pour la cavité. La
convergence de GMRES est 1égerement plus rapide que celle de CGNR pour le probleme en espace libre,
mais elle est significativement plus lente pour la cavité si un restart de 50 est utilisé. Cette comparaison
préliminaire ne mene pas a une conclusion claire. D’autres configurations, la comparaison des temps de
calcul et Ia combinaison avec des méthodes de décomposition de domaine seront étudiées prochainement.

Performance de calcul sur GPU. Nous avons mesuré les temps d’initialisation et de calcul par ité-
ration d’un point fixe pour les deux alternatives d’implémentation du code GPU : ’une sans pré-calcul
de la matrice de diffraction S (stratégie OTF) et 1’autre avec pré-calcul (stratégie 120). Les temps sont
présentés en fonction de la taille du maillage pour différents degrés polynomiaux (figure 3).

Dans tous les cas, la phase d’initialisation est négligeable avec la stratégie OTF, mais le temps de
calcul par itération est environ deux ordres de grandeur plus élevé qu’avec la stratégie 120. La straté-
gie 120 est donc clairement plus intéressante lorsque de nombreuses itérations sont nécessaires. A titre
d’exemple, la résolution du probléme en espace libre avec 200 itérations du point fixe prend environ 17
secondes avec OTF (le temps est principalement associé aux itérations) et environ une seconde avec 120
(le temps est principalement associé a la phase d’initialisation).

Temps d'initialisation Temps par itération

101 101
e —— BT —
10-1 | ol 0___:___ ______ r"'.——_.
= ¢
7] -2 |
g 10 —e— p=2 (OTF)
S ;-3 ~*- p=4 (OTF)
= 10 e p=6 (OTF)
—4 ] —*— p=2(120)
10 -e- p=4 (120)
10-5] w* p=6(120)
102 103 104 102 103 104
Nombre d'éléments Nombre d'éléments

FIGURE 3 — Performance GPU : Temps d’initialisation et temps de calcul par itération du point fixe avec
les deux stratégies d’implémentation, en fonction de la taille du maillage, pour des degrés polynomiaux
différents. Ces résultats sont obtenus en utilisant un GPU NVIDIA A100 sur un nceud du cluster Lucia.

Illustration d’application. A titre d’illustration, nous considérons la propagation du bruit généré par
un turboréacteur. Pour ce résultat préliminaire, la simulation est réalisée sans écoulement, en utilisant la
géométrie d’un réacteur [14, 10] placée dans un domaine de calcul cylindrique. Le bruit est généré par
une condition de Dirichlet a I’intérieur du réacteur. Une condition absorbante est définie sur 1’extérieur
du modele. Le maillage est composé de 497 163 tétrahedres, le degré polynomial est p = 4, le systeme
hybridisé possede 29 829 780 inconnues, et le probleme physique de départ en posseéde 69 602 820 (140
par élément). Le schéma itératif est CGNR. La convergence vers la solution est illustrée sur la figure 4.

La simulation a été réalisée sur un nceud du cluster Cholesky du mésocentre IDCS, composé de
deux processeurs Intel Xeon Gold 6230 a 20 cceurs. Nous avons utilisé la version CPU du code, une
parallélisation avec 40 processus MPI, sans pré-calcul de S. La phase d’initialisation a duré environ une
seconde, et chaque itération demande 9.94 secondes. La solution finale est obtenue apres environ 1000
itérations et 2h45 de calcul. Ce temps pourra étre considérablement réduit en effectuant un pré-calcul de
S et en utilisant la version GPU du code sur un cluster composé de plusieurs GPU.
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FIGURE 4 — Illustration d’application : géométrie, maillage, et partie réelle de la solution du probléme
au fur et 2 mesure des itérations.
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