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Résumé — Ce travail propose une nouvelle stratégie pour le placement de capteurs distribués à fibre op-
tique (DOFS) destinée à l’identification de paramètres, fondée sur la mCRE (Erreur de Relation Consti-
tutive modifiée). À partir de l’interprétation stochastique de la mCRE, une matrice d’information de
Fisher modifiée (mFIM) est définie pour évaluer la performance des capteurs dans l’identification des
paramètres. Les capteurs DOFS sont représentés par des chemins continus, optimisés via une approche
hybride combinant évolution différentielle et optimisation de forme.
Mots clés — Placement optimisé des capteurs, fibre optique, mCRE, FIM, optimisation de forme, iden-
tification de paramètres.

1 Introduction

Les systèmes de surveillance de l’intégrité des structures (Structural Health Monitoring, SHM) asso-
cient mesures expérimentales et modélisation pour évaluer l’état des structures [1]. Un enjeu majeur est
le placement optimal des capteurs [2, 3, 4, 5], afin de maximiser l’information obtenue. Les critères fon-
dés sur la matrice d’information de Fisher (FIM) [6, 7], tels que la trace (A-optimalité) ou le déterminant
(D-optimalité), sont couramment employés.

Ce travail introduit une matrice d’information de Fisher modifiée (mFIM), cohérente avec le cadre de
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée (mCRE), une formulation inverse bien posée reconnue
pour sa convexité [8, 9] et sa robustesse au bruit [10, 11, 12]. Malgré ces atouts, son potentiel pour le
placement de capteurs reste peu exploré.

Parmi les technologies de mesure, les fibres optiques distribuées (DOFS) se distinguent par leur réso-
lution spatiale élevée, leur légèreté et leur capacité à fournir des mesures quasi continues de déformation
[13]. Cela motive une formulation continue du problème, où l’on cherche à optimiser la géométrie du
trajet de la fibre intégrée.

Les approches existantes reposent souvent sur une optimisation paramétrique globale, décrivant la
fibre par des paramètres discrets (points de contrôle, orientations) et utilisant des méthodes stochastiques
comme l’évolution différentielle ou les algorithmes génétiques [14, 15, 2, 16]. Bien que performantes
globalement, ces méthodes sont coûteuses et offrent un contrôle géométrique limité.

Pour pallier ces limites, nous proposons un cadre d’optimisation de forme continu exploitant explici-
tement la dérivée de forme du déterminant de la FIM ou de la mFIM. Une recherche globale par évolution
différentielle fournit d’abord une configuration prometteuse, ensuite raffinée localement par des sensi-
bilités de forme. Cette stratégie hybride assure à la fois robustesse et efficacité, et est illustrée sur un
cas test en élasticité linéaire orthotrope, mettant en évidence la cohérence physique et la convergence
améliorée des trajectoires de fibres obtenues.
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2 Indicateurs de performance des capteurs basés sur la FIM

2.1 Bases des problèmes inverses

En mécanique computationnelle, les problèmes inverses visent à identifier des paramètres inconnus
θ ∈ Rp, p ∈ N à partir d’observations limitées et bruitées Xobs ∈ RNS . Les écarts entre les prédictions du
modèle et les mesures proviennent du bruit d’observation et des erreurs de modélisation.

Un cadre probabiliste naturel pour ces problèmes est l’inférence bayésienne, qui met à jour les
connaissances a priori π0(θ) via la vraisemblance π(Xobs|θ) selon le théorème de Bayes :

π(θ|Xobs) ∝ π(Xobs|θ)π0(θ) (1)

où π(θ|Xobs) désigne la distribution a posteriori (solution du problème inverse). Pour des distributions
gaussiennes, π0(θ) et π(Xobs|θ) s’écrivent :

π0(θ) ∝ exp
[
−1

2
(θ−θ0)

T
Σ
−1
0 (θ−θ0)

]
(2)

π(Xobs|θ) ∝ exp
[
−1

2
(Xobs −ΠX(θ))T [Σmod +Σobs]

−1(Xobs −ΠX(θ))

]
(3)

où θ0 contient les valeurs a priori des paramètres et Σ0, Σmod et Σobs sont respectivement les matrices
de covariance a priori, modèle et observation.

On remarque que (2) et (3) correspondent à des exponentielles de formes quadratiques négatives :

E2
0 (θ) =

1
2
(θ−θ0)

T
Σ
−1
0 (θ−θ0) (4)

E2
lsqr =

1
2
(Xobs −ΠX(θ))T [Σmod +Σobs]

−1(Xobs −ΠX(θ)) (5)

La minimisation des moindres carrés définis par (5) correspond à une estimation du maximum de
vraisemblance (MLE), tandis que la minimisation de (5) + (4) fournit l’estimation a posteriori maximale
(MAP). Cette formulation montre que les méthodes classiques des moindres carrés émergent naturelle-
ment du cadre bayésien gaussien.

2.2 FIM et placement optimal des capteurs

Le placement optimal des capteurs découle naturellement de la formulation bayésienne : l’objectif
est de réduire l’incertitude sur les paramètres estimés. Cette incertitude est quantifiée par la matrice
d’information de Fisher (FIM), dont l’inverse donne la borne inférieure de Cramér–Rao sur la covariance
des paramètres [6]. Une FIM plus grande implique une plus grande sensibilité des données aux variations
des paramètres, donc une variance a posteriori plus faible.

La FIM peut se calculer comme la covariance du score (gradient du log-vraisemblance) ou, de ma-
nière équivalente, comme l’espérance négative de la Hessienne du log-vraisemblance [17, 6] :

FIM =−E

[
∂2logπ(Xobs|θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θopt

]
. (6)

Intuitivement, pour un paramètre unique, une Hessienne plus grande implique une variance a poste-
riori plus faible et donc une confiance accrue. Dans le cas gaussien de (3), le log-vraisemblance corres-
pond à une fonctionnelle de moindres carrés pondérée, et la FIM se réduit à l’espérance de sa Hessienne :

FIM =
1

σ2
obs

(
Π

∂X(θ)

∂θ

)T (
Π

∂X(θ)

∂θ

)∣∣∣∣∣
θopt

(7)

Cette expression montre le lien direct entre la sensibilité des sorties du modèle aux paramètres et
la précision atteignable dans leur identification. Cependant, elle suppose un modèle parfait et reste très
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sensible aux biais de modélisation. En présence d’écarts modèle–données, par exemple dus à la discréti-
sation ou à des simplifications constitutives, la FIM classique n’est plus fiable. Cela motive l’introduction
d’une matrice d’information de Fisher modifiée (mFIM), cohérente avec le cadre de l’Erreur en Relation
de Comportement Modifiée (mCRE), comme discuté dans la section suivante.

3 Erreur en Relation de Comportement Modifiée (mCRE) et la FIM

Parmi les méthodes de résolution de problèmes inverses, l’Erreur en Relation de Comportement
Modifiée (mCRE) se distingue par sa convexité et sa robustesse face au bruit et aux imprécisions de
modélisation. Elle définit une fonctionnelle variationnelle hybride qui équilibre fidélité au modèle et
concordance avec les données [8, 12], étendant l’Erreur en Relation de Comportement (CRE) classique,
qui ne mesure que l’erreur de modélisation, en y ajoutant un terme correctif basé sur les données :

E2
mCRE(Û ,V̂ ;θ) =

1
2
(Û −V̂ )TK(Û −V̂ )︸ ︷︷ ︸

distance au modèle (CRE)

+
α

2
(
ΠÛ −Uobs

)T
Σ
−1
obs

(
ΠÛ −Uobs

)
︸ ︷︷ ︸

distance aux données

, (8)

où α pondère l’influence des observations, et (Û ,V̂ ) désignent les champs cinématiquement et sta-
tiquement admissibles. Une interprétation stochastique de la mCRE a été proposée dans [18], en l’asso-
ciant à une vraisemblance gaussienne :

π(Uobs|θ) ∝ exp
[
− 1

2
(ΠÛ −Uobs)

T
Σ
−1
obs(ΠÛ −Uobs)−

1
2α

(Û −V̂ )TK(Û −V̂ )
]
. (9)

En supposant un prior uniforme, la distribution a posteriori s’écrit :

π(θ|Uobs) ∝ exp
[
− 1

α
EmCRE(Û ,V̂ ;θ)

]
. (10)

Cela montre que la minimisation de la mCRE est équivalente à une estimation de type maximum de
vraisemblance (MLE), ou maximum a posteriori (MAP) sous un prior uniforme.

3.1 Matrice d’information de Fisher modifiée basée sur la mCRE

La forme probabiliste de la mCRE est directement analogue au cadre gaussien clasique, permettant
de définir une matrice d’information de Fisher modifiée (mFIM) à partir de la dérivée seconde du log-
vraisemblance associé à la mCRE. Dans ce contexte, la mFIM est proportionnelle à la Hessienne de la
fonctionnelle mCRE, multipliée par le facteur 1

α
:

mFIM =
1
α

(
Û0T ∂K

∂θ

∂Û0

∂θ
−V̂ T ∂K

∂θ

∂V̂
∂θ

)
|θopt (11)

Ici, Û0 désigne la partie constante de Û . Contrairement à la FIM classique, qui dépend des sensibilités
locales aux positions des capteurs via Π, la mFIM capture les sensibilités globales des champs couplés
modèle–données (Û ,V̂ ), reflétant la nature hybride du cadre mCRE.

4 Optimisation du placement des capteurs à fibre optique distribuée par
optimisation de forme

Comme montré précédemment, la matrice d’information de Fisher (FIM) et sa version modifiée
(mFIM) sont proportionnelles aux Hessiennes des fonctionnelles de moindres carrés et mCRE, respecti-
vement. Ce lien justifie l’utilisation de ces Hessiennes (ou, de manière équivalente, des FIM et mFIM)
comme mesures de sensibilité pour le placement des capteurs.

Nous étendons maintenant la formulation aux capteurs optiques distribués (DOFS), fournissant des
mesures de déformation quasi-continues le long d’une courbe Γ dans la direction tangentielle (τ), comme
dans les mesures par rétro-diffusion Rayleigh [13]. Plutôt que de discrétiser Γ en points de mesure, nous
la considérons comme une variable géométrique continue et optimisons directement sa forme via les
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dérivées de forme. Pour plus de concision, seuls les concepts et formulations principaux sont présentés
ici.

4.1 FIM continue basée sur les moindres carrés

La fonctionnelle de moindres carrés continus s’écrit :

E2
lsqr =

1
2σ2

∫
Γ

(u(θ) · τ−uobs)
2ds, (12)

dont la Hessienne est :

Hlsqri j =
1

σ2

∫
Γ

(uθi(θ) · τ)(uθ j(θ) · τ)ds. (13)

Cette Hessienne définit une version continue de la FIM qui dépend de Γ, et l’optimisation de Γ

consiste donc à maximiser un critère d’information (par exemple, det(H )) via sa dérivée de forme.

4.2 mFIM continu basé sur la mCRE

Pour les problèmes d’élasticité linéaire avec des observations tangentielles continues le long de Γ ⊂
Ω, la mCRE s’écrit :

E2
mCRE =

1
2

a(û− v̂, û− v̂)+
α

2σ2

∫
Γ

(û · τ−uobs)
2dx, (14)

où a(·, ·) est la forme bilinéaire d’élasticité. Dans ce contexte, la Hessienne correspondante est :

HmCREi j(û, v̂, ûθ, v̂θ) = aθi(û, ûθ j)−aθi(v̂, v̂θ j), (15)

proportionnelle à la mFIM continue. Contrairement à la FIM classique, qui reflète la sensibilité aux
positions des capteurs, la mFIM capture les sensibilités globales des champs couplés (û, v̂), héritant de
la nature hybride de la fonctionnelle mCRE. La dépendance de HmCRE à la géométrie de la fibre Γ est
rendue explicite via la méthode formelle de Céa [19], permettant d’intégrer de manière cohérente les
contraintes PDE dans la dérivée de forme.

4.3 Dérivée de forme du déterminant

En pratique, l’optimisation porte sur des mesures scalaires dérivées de H (ou équivalentes à la FIM
ou mFIM), telles que le déterminant en conception D-optimale. Pour une matrice inversible H , sa dérivée
directionnelle de Gâteaux satisfait :

Ddet(H )[δH ] = detH tr(H −1
δH ) ∝ tr(H −1

δH ). (16)

Le symbole de proportionnalité souligne que, dans l’optimisation par gradient, seule la direction de
descente est pertinente, la magnitude du pas étant généralement ajustée par normalisation ou recherche
linéaire. Dans ce cadre, en prenant δH comme dérivée de forme de la Hessienne, la variation du déter-
minant implique à la fois les contributions diagonales et hors-diagonales, pondérées par l’inverse de la
Hessienne H −1.

5 Problème d’optimisation de forme

À partir des dérivées de forme précédentes, le problème unifié d’optimisation de la position des
capteurs consiste à ajuster la géométrie Γ pour maximiser l’information, quantifiée par le déterminant de
la Hessienne H ∈ {Hlsqr,HmCRE} :

Γ
∗ = argminΓ−det(H (Γ)), H ∈ Hlsqr,HmCRE ,

Fiber length constraint :
∫

Γ

ds ≤ Lmax,

Curvature constraint :max
s∈Γ

|κ(s)| ≤ κmax.

(17)
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La géométrie initiale est fournie par une recherche globale via Differential Evolution avec une para-
métrisation B-Spline, servant de point de départ pour le raffinement local basé sur les dérivées de forme.
La gestion des contraintes suit la projection dans le sous-espace nul [20], tandis que les dérivées de forme
pour la longueur et la courbure sont obtenues à partir des résultats classiques sur les intégrales de contour
dépendantes de la position et de la courbure [19, 21]. Un résumé visuel de cette approche est présenté à
la Figure 1.

Cette approche permet un ajustement continu et précis du chemin de la fibre, applicable aux mé-
triques classiques de moindres carrés comme à celles basées sur la mCRE.

FIGURE 1 – Étapes d’optimisation

6 Implémentation Numérique

Nous démontrons le cadre d’optimisation proposé sur un problème bidimensionnel de placement
de capteurs impliquant une fibre optique colée dans une plaque rectangulaire (Figure 2). La plaque,
constituée d’un matériau orthotrope linéaire homogène, est soumise à une charge de traction de 0.01 Pa
sur ΓN1, tandis que ΓD est maintenue fixe. Les paramètres matériels sont E1 = E2 = 1 Pa et µ = 0.3.

Cette configuration produit le même champ de déplacements qu’un matériau isotrope, tout en per-
mettant une analyse de sensibilité indépendante vis-à-vis de E1 et E2. En imposant E1 = E2 et la symétrie
selon y = x, on assure des sensibilités équilibrées et on évite tout biais dans la configuration optimale des
capteurs. Les amplitudes de sensibilité ∂U/∂E1 et ∂U/∂E2 sont illustrées à la Figure 2.

FIGURE 2 – Conditions aux limites et sensibilité du déplacement par rapport à E1 et E2

L’objectif est de déterminer le chemin optimal de la fibre pour l’identification simultanée de E1 et
E2, en utilisant à la fois la FIM et la mFIM (formulations moindres carrés et mCRE). La fibre part de
ΓD, avec une longueur maximale de 4 m et un rayon de courbure minimal de 0.01 m. De plus, le bruit
gaussien sur les déplacements observés Uobs est fixé à 5 %.

L’optimisation consiste à maximiser le déterminant des Hessiennes moindres carrés ou mCRE, pro-
portionnelles aux (m)FIM correspondantes, en partant d’une configuration initiale obtenue par Differen-
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tial Evolution, puis affinée localement via l’optimisation de forme.

6.1 Comparaison des optimisations basées sur FIM et mFIM

Le cadre proposé combine une recherche globale par Differential Evolution avec un raffinement local
basé sur les dérivées de forme, permettant d’explorer efficacement l’espace de conception et de converger
rapidement vers des optima réalisables. La Figure 3 compare les chemins de fibre optimisés obtenus avec
la Hessienne moindres carrés (FIM) et celle basée sur la mCRE (mFIM). La courbe bleue représente la
géométrie initiale Γ0 issue de Differential Evolution, tandis que la verte correspond au résultat après
optimisation de forme.

La FIM, basée sur les moindres carrés et métrique classique de placement de capteurs, concentre la
fibre dans les zones de forte sensibilité au déplacement, confirmant la cohérence physique de la solution.
Comme montré dans [14], elle tend à maximiser la sensibilité aux paramètres le long du chemin de la
fibre, générant souvent des regroupements dans les zones les plus sensibles. En revanche, la mFIM prend
en compte des grandeurs globales de la structure et cherche à minimiser la sensibilité globale du champ
hybride associé à la mCRE (∂Û/∂θ), plutôt que d’amplifier la sensibilité locale.

Deux cas limites illustrent ce comportement : (i) lorsque ∂Û/∂θ → 0, le champ hybride est entière-
ment contraint par les données (capteurs denses, α → ∞) ; et (ii) lorsque ∂Û/∂θ → ∂U/∂θ, il coïncide
avec le champ modèle pur (pas de données, α = 0).

Malgré sa simplicité, le raffinement basé sur la dérivée de forme accélère considérablement la conver-
gence : moins de 10 itérations (moins d’une seconde) pour le cas moindres carrés et moins de 15 itéra-
tions (≈ 19 s) pour la formulation mCRE, cette dernière nécessitant des résolutions supplémentaires des
problèmes d’état et adjoints via la méthode de Céa. Les deux restent nettement plus rapides que l’étape
globale de Differential Evolution (plusieurs minutes), tout en améliorant la valeur de l’objectif de 78,3%
et 32,4%, respectivement.

Pour évaluer l’impact sur l’identification des paramètres, chaque configuration optimisée a été ana-
lysée dans le cadre mCRE. Le placement des capteurs optimisé via la mFIM a atteint un déterminant de
Hessienne mCRE nettement supérieur, indiquant une meilleure condition et une variance postérieure plus
faible, tandis que le placement optimisé selon les moindres carrés donnait un résultat significativement
moins favorable (Figure 4).

Cela confirme que la mFIM est intrinsèquement adaptée à la formulation mCRE et fournit des confi-
gurations de capteurs supérieures pour les problèmes d’identification hybrides modèle–données. La com-
paraison quantitative des valeurs de Hessienne est résumée dans le Tableau 1.

FIGURE 3 – Comparaison des trajectoires de fibres optimisées en utilisant (a) la Hessienne des moindres
carrés (FIM) et (b) la Hessienne basée sur la mCRE (mFIM)

TABLE 1 – Amélioration des termes diagonaux de la Hessienne

E1 E2

53.10 % 40.99 %
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FIGURE 4 – Distribution de l’identification des paramètres

7 Conclusions et perspectives

Ce travail a présenté un cadre unifié pour l’optimisation du placement de capteurs, combinant explo-
ration globale et raffinement local basé sur les dérivées de forme. En reliant la Fisher Information Matrix
(FIM) et sa version modifiée (mFIM) aux Hessiennes des fonctionnelles moindres carrés et mCRE, nous
avons établi un pont rigoureux entre les formulations de problèmes inverses et les techniques d’optimi-
sation de forme. Les résultats montrent que la mFIM, intrinsèquement cohérente avec le cadre mCRE,
fournit des configurations de capteurs supérieures pour l’identification hybride modèle–données, amé-
liorant le conditionnement et réduisant l’incertitude sur les paramètres.

Du point de vue numérique, plusieurs prolongements sont envisagés. Le cadre peut être appliqué à
l’identification de paramètres non homogènes et à la définition d’indicateurs de dommages pour la sur-
veillance de structures (SHM). L’efficacité numérique peut être renforcée en exploitant la forte paralléli-
sation de la phase d’optimisation globale et en accélérant l’optimisation locale de forme grâce à des tech-
niques de mise à jour de matrices en faible rang, telles que la formule de Sherman–Morrison–Woodbury,
qui gèrent efficacement les petites modifications des matrices systèmes induites par le déplacement des
capteurs. Enfin, des tests de validation expérimentale sont prévus pour évaluer la robustesse et la perti-
nence pratique de la méthodologie proposée.
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