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Résumé — Cet article présente une approche fortement couplée dans le cadre "Arbitrary Lagran-
gian—Eulerian" (ALE) pour résoudre des problemes d’interaction fluide-structure (FSI) avec fluide com-
pressible. La méthode des volumes finis (FVM) pour le fluide est couplée a la méthode des éléments
finis (FEM) pour la structure. Le couplage est effectué via des multiplicateurs de Lagrange qui assurent
la continuité de la vitesse normale a I’interface. La méthode permet d’utiliser des pas de temps différents
pour les solveurs fluide et solide et de traiter des maillages non-conforme grace a la méthode Mortar.
Mots clés — Interaction Fluide-Structure, Multiplicateurs de Lagrange, Multi-pas de temps, Continuité
de la vitesse normale, Maillage non conforme

1 Introduction

Les phénomenes d’interaction fluide-structure (IFS) impliquant de grands déplacements de structures
soumises a des écoulements compressibles, comme le flottement [1}, 2], les chargements par explosion
ou les explosions sous-marines, représentent des défis majeurs dans divers domaines de 1’ingénierie.
Ces phénomenes nécessitent une approche de couplage bidirectionnel pour capturer fidelement les dy-
namiques en jeu. Cependant, les échelles de temps physiques du fluide et de la structure ne sont pas
toujours compatibles, rendant cofiteuse et parfois peu pertinente 1’utilisation de pas de temps identiques
ou de maillages conformes avec des raffinements similaires pour les deux sous-domaines. Par exemple,
dans les cas du flottement [11 [2], la résolution d’un écoulement compressible & haut nombre de Mach
impose généralement un pas de temps et un maillage fin au fluide, tandis que la structure, soumise prin-
cipalement a des déformations de flexion, peut étre résolue avec un pas de temps plus grand et un maillage
plus grossier.

Les équations gouvernant les sous-domaines fluide et structure sont généralement résolues a 1’aide
d’algorithmes IFS classés en deux catégories : monolithiques ou partitionnés. Les approches monoli-
thiques integrent I’ensemble des informations des deux sous-domaines dans un systéme unique, permet-
tant une résolution simultanée des équations fluide et structure [3]]. Bien que ces méthodes assurent un
couplage fort et conservatif a I’interface, elles impliquent souvent des systemes de grande taille et mal
conditionnés, limitant 1’utilisation de solveurs spécialisés et entralnant des cofits de calcul élevés. Les
approches partitionnées, en revanche, résolvent séparément les sous-domaines fluide et structure, échan-
geant les données entre eux. Les approches partitionnées sans itérations de couplage, dites faiblement
couplées, ont ainsi des cofits de calcul relativement faibles. Bien que largement utilisées dans la résolu-
tion de problemes aeroélastiques [4, 5,16, 7], elles ne garantissent pas la continuité a I’interface et peuvent
souffrir d’instabilités numériques en raison d’un décalage temporel entre les calculs fluide et structure.

Pour permettre 1’utilisation de solveurs spécialisés et découpler les calculs fluide et structure tout
en conservant une formulation forte, des multiplicateurs de Lagrange (ML) peuvent étre introduits a
Iinterface fluide-structure (FS). Cette approche, couramment employée en simulation de solide, facilite
I’interaction entre sous-domaines aux propriétés hétérogenes. Sans exhaustivité, la gestion de pas de
temps distincts peut étre assurée par 1’algorithme de Gravouil-Combescure (GC) [8,19,10], tandis que la
non-conformité des maillages a I’interface peut-étre traitée par la méthode Mortar [11]].

En IFS, les ML ont déja été employées dans le cadre de la méthode des frontieéres immergées pour
satisfaire les conditions cinématiques relatives a la structure immergée dans le maillage fluide [[12, [13]].



FIGURE 1 — Représentation schématique des trois domaines constituant le probleme IFS : le domaine
fluide, le domaine structure et le domaine des ML. Les fonctions de formes associées a chaque domaine
sont représentées sur I’interface.

Récemment, les ML ont aussi été utilisés pour des couplage IFS avec une formulation "Arbitrary La-
grangian—Eulerian" (ALE). Dans ce cadre, nous retrouvons principalement des couplages de solveurs
éléments finis (EF) pour résoudre le fluide et la structure [[14} [15} 16, [17, [18]]. Des couplages hybrides
ont également été explorés, combinant systématiquement la méthode des éléments finis pour la struc-
ture avec différentes méthodes pour le fluide. Parmi ces combinaisons, on retrouve le couplage avec la
méthode SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) [19, 20], ainsi que le couplage entre la méthode PFEM
(Particle Finite Element Method) [21]. Malgré I’'importance de la méthode des volumes finis (VF) en
CFD, I'utilisation des ML pour coupler VF et EF reste peu exploitée [22] 23]].

Cet article présente une approche de couplage fort entre la méthode des volumes finis en formulation
ALE et la méthode des éléments finis. Ce couplage s’appuie sur des multiplicateurs de Lagrange pour
garantir la continuité de la vitesse normale a I’interface. Le fluide compressible est traité par un schéma
explicite de Runge-Kutta d’ordre trois (RK3), tandis que la structure utilise le schéma de Newmark
implicite de 1’accélération moyenne d’ordre deux. Les pas de temps fluide et structure sont dissociés,
avec un sous-cyclage du solveur fluide. L’ algorithme implicite-explicite multi-pas de temps GC est alors
employé. Les maillages, non conformes a ’interface fluide-structure, sont traités via une adaptation de
la méthode Mortar au contexte IFS.

2 Apercu de la stratégie de couplage basée sur la continuité des vitesses
normales et la décomposition free/link

Nous considérons deux sous-domaines Q/ et Q/ associés au fluide et a la structure. La stratégie de
couplage introduit un troisiéme champ, les multiplicateurs de Lagrange (ML), au niveau de I’interface
fluide structure I'/*. Les ML peuvent étre considérés comme un champ de pression 2 valeur sur les deux
sous-domaines au niveau de I’interface et construit pour imposer la continuité des vitesses normales du
fluide et du solide (voir la Figure ).

2.1 Continuité des vitesses normales et matrice de contrainte avec la méthode Mortar

La contrainte cinématique liée a la continuité des vitesses a I’interface s’exprime par 1’égalité des
vitesses normales entre les sous-domaines fluide et solide :

u-n=v-n sur I/ (1)

ol u et v désignent respectivement les vitesses du fluide et de la structure, et nn la normale sortante a
I’interface I'/*. Nous considérons des maillages fluide et structure non conformes a I’interface avec les
fonctions de forme q)if et y; associces aux maillages fluide et structure. Les vitesses discretes s’ écrivent
alors :
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ol u; et v; sont les degrés de liberté nodaux, et N/, N* les nombres de nceuds respectifs.

Le principe de la méthode Mortar est d’imposer faiblement la continuité des vitesses sur 1’espace des
ML qui fait office de support. Nous considérons donc un champ de ML a I’interface a valeur dans I’espace
discrétisé .# défini sur I, avec des fonctions de forme associées L. La formulation variationnelle de la
continuité des vitesses s’écrit :

/.(“-D—V'n)ukdfz(), Vi € A . 3)
r

En substituant les expressions discretes des vitesses Eq.(2) dans Eq.(3), on obtient :
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Cette équation peut €tre réécrite sous forme matricielle :
L/u+Lv=0, (5)

ol u et v représentent les vecteurs contenant les ddl u; et vj. Les matrices de contrainte L/ et L sont
définies par :

L), = [ ¢/ wnar (©)
I
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Ces matrices projettent les degrés de liberté du fluide et de la structure sur I’espace des ML, assurant
ainsi la continuité des vitesses normales méme pour des maillages non conformes. La contrainte de
vitesse a I’interface est assurée par le vecteur de multiplicateurs de Lagrange A (t), qui impose 1’équilibre
des sous-domaines. Par la suite, A désignera le vecteur regroupant les multiplicateurs de Lagrange A;
associés a I’interface et donc a .7

La structure est résolue avec la méthode des EF, définissant directement les fonctions de formes.
Le fluide est lui résolu avec une formulation VF centrée aux nceuds permettant une analogie avec une
formulation EF [24, 25]26]). Les fonction de formes correspondantes sont constantes par morceaux dans
les cellules du maillage. Avec la méthode Mortar, I’espace des ML est généralement choisi conforme a
celui d’un des deux sous-domaine [27,28]). Ici ¢’est le maillage solide et ses fonctions de formes qui sont
utilisés pour construire I’espace des ML. La Figure (1| schématise les fonctions de forme utilisées.

2.2 Equation discrétes et décomposition free/link

Cette section présente les équations discretes liées aux sous-domaines fluide et solide. Ces deux
sous-domaines sont résolus avec des schémas différents mais une méme logique s’applique quant a leur
décomposition, nécessaire a 1’application de la méthode GC. Aux équations usuelles du fluide et de la
structure, nous rajoutons la contribution liée aux ML.

Pour la structure on obtient :

Ma+Kd=F,, +L7A )]

avec a I’accélération, d les déplacements, M et K les matrices de masse et de rigidité et F,,; les forces
externes. La structure est résolue avec le schéma implicite de Newmark de 1’accélération moyenne (y; = %
et s = %) [29,130]. La vitesse au pas de temps n+ 1 s’exprime par :

. P! =@+ Arv' + LAra
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Pour le fluide, en considérant une cellule i, I’équation liée a la quantité de vitesse s’exprime par :

8(p,~C,~u,~) . & fT
——r = ;‘DIVHLI' A (10)

avec p la densité, C le volume d’une cellule et ®; ; le flux de Roe [31}26] défini entre les cellules i et
k. En considérant un schéma de Runge Kutta d’ordre 1, la vitesse au pas de temps n + 1 est donnée par :
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Les vitesses de chaque sous-domaine sont décomposées en parties free et link. La partie free est
totalement indépendante des quantités d’interface et donc de A, tandis que les quantités /ink dépendent
exclusivement de ces quantités d’interface. Les vitesses du fluide et de la structure au pas de temps n
peuvent étre exprimées comme suit :

n+1 n+1 +un+1

u = ufree link (12)
Vn+1 _ Vn+1 + vn+1
— Y free link

Les parties link sont définies avec A™*! et les opérateurs H/ et H® :
+1 _ -1 +1
utl = L/ H/ A" 13
Vn+1 _ _Ls—leAn—H
link =
En insérant Eq.(12)) et Eq.(I3) dans Eq.(5), nous obtenons :
qu?j_e]e _ Hf'ArH-l +LSV?;‘;1e _ HSAYH-] — O (14)
A"*! peut alors étre obtenu 2 partir des quantités free :
- R ;
A = (B ) (L L) (15)
Les vitesses free et link de la structure s’expriment :
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ext
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Les vitesses free et link pour une cellule fluide i s’écrivent :
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Ce formalisme s’adapte facilement a des schémas de Runge Kutta d’ordre supérieurs. Il suffit de
décomposer chaque sous itération de Runge Kutta. Dans nos calculs, nous utiliseront un schéma de Shu
d’ordre 3 [32,25]].

2.3 Algorithmes mono et multi-pas de temps

L’ algorithme mono-pas de temps est décrit dans la Figure [2] Basé sur la décomposition précédente,
I’algorithme comporte trois phases principales. La résolution de u;’fjei et V?jele, qui peut étre faite séparé-
ment avec les quantités du pas de temps précédent. Ensuite, le calcule de A"*! A partir des quantités free
en utilisant Eq. |b Enfin, la résolution de um{l et vf’;kl a partir de A"*! en utilisant Eq. li

Pour le calcul free du fluide, une extrapolation du maillage fluide est nécessaire. Cette extrapolation
est basée sur la cinématique de la structure :

At/
1
X?Zce = X?ace +Ar fv}ace + Ta?ace (18)
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FIGURE 2 - Stratégie de couplage proposée avec le méme pas de temps pour le fluide et la structure.

Ol Vygce €t @gqce TEprésentent la vitesse et I’accélération de la structure a I'interface.

Pour le multi-pas de temps, nous considérerons toujours un pas de temps plus grand pour la structure
et un sous-cyclage du fluide. L’indice du pas de temps fluide sera j, variant de 0 a m, avec 0 et m étant
des pas de temps communs pour le fluide et la structure. Le diagramme, présenté Figure (3| décrit le
fonctionnement de 1’algorithme, en tenant compte du sous-cyclage du fluide. Deux difficultés se posent
lors de la résolution des états fluides : obtenir A/ pour calculer u{mk alors que la vitesse free, V}re > n'est
pas calculée, et extrapoler le maillage fluide, qui peut ne plus étre basé sur la structure.

Pour approximer A/, une interpolation de la vitesse free de la structure est effectuée :

VJ - %V?‘me + év?ree (1 9)

free

et A/ est calculé a chaque sous-cycle fluide 2 partir de Vjpree et ujpree.

FIGURE 3 - Stratégie de couplage proposée avec des pas de temps différents et sous-cyclage du solveur
fluide. Il y a un total de m sous-cycles j, pour j variant de 1 a m.

A chaque pas de temps fin At/ = [t/~1;#/], ’extrapolation du maillage fluide repose sur des quantités
intermédiaires calculées a partir de quantité€s connues au temps 7; et qui permettent d’approximer les
déplacements de la structure lors du sous-cyclage :

_m=(=D) ]
aliree = m afree+ m a?rlee (20)

La vitesse et ’accélération a I’interface sont estimées par :

! Iy T A -1

Vﬁace = Vface free T %At L M- L AT 21D
! 1y T A j—1

a%ace = agace free + Ly M~ L A~

Le déplacement du maillage fluide est alors calculé par :

CE
Ly A (22)

face 2 face

Xj = Xface + Atf

face

Cette méthode assure la stabilité, méme pour des rapports de pas de temps élevés.



3 Etude numérique : onde de choc impactant une plaque déformable

Nous avons étudié I’interaction entre une onde de choc plane et une plaque déformable, suivant la
configuration décrite par Giordano [33]]. Un schéma de la configuration est présenté sur la Figure 4] Ce
cas constitue 1’une des rares configurations FSI compressibles bidimensionnelles pour lesquelles une
validation expérimentale est disponible, offrant une référence intéressante pour les études numériques
[34]). Cette application numérique a pour objectif de déterminer I’'impact sur les résultats du sous-cyclage
du solveur fluide et de la non conformité des maillages fluide et structure.

Pressure sensor

Deformable panel

Inflow houndary
condition

Choc wave Clamped boundary

FIGURE 4 — Schéma de la configuration de la plaque déformable soumis a une onde de choc plane.

La simulation est constituée d’une plaque mince de hauteur H = 40, mm et d’épaisseur t = 1 mm,
montée verticalement dans un tube a choc et encastrée a sa base. Le matériau de la plaque présente les
caractéristiques suivantes : module de Young E = 73 GPa, coefficient de Poisson v = 0.33 et densité
p = 2780kg.m3. Une onde de choc incidente plane est générée avec une vitesse de 105.03m.s~!,
une pression de 151333 Pa et une densité de 1595kg.m~>. L’onde de choc se propage dans de 1’air
a conditions ambiantes. Lorsqu’elle frappe le solide, I’onde induit des contraintes dues a la pression,
suivi d’une réponse dynamique de la structure. L’interaction fluide-structure qui en résulte entraine des
oscillations de la plaque et des réflexions d’onde dans la géométrie confinée.

Lors des expériences menées par [33]], des données sur le déplacement du coté supérieur de la plaque
et la pression dans le fluide en amont de la plaque ont été obtenues. Ces mesures constituent une référence
fiable pour valider les simulations numériques. Les Figures [5a] et [Sb|comparent les résultats numériques,
obtenus avec un maillage conforme et le méme pas de temps dans les sous-domaines fluide et structure,
aux données expérimentales, respectivement pour 1’évolution temporelle du déplacement de la plaque et
pour le signal de pression. Les résultats montrent un bon accord en termes de déplacement et de pres-
sion, confirmant la capacité de I’approche par multiplicateurs de Lagrange a reproduire les principales
caractéristiques de la dynamique FSI.

(a) Déplacement du coté supérieur de la
plaque (b) Pression en amont de la plaque

FIGURE 5 — Comparaison entre les données expérimentales de et les résultats numériques obtenus
avec ’approche LM.



Les résultats numériques présentés dans la Figure [5]sont utilisés comme une référence a laquelle sont
comparés les résultats avec sous-cyclage et maillage non conformes.

La Figure [6b] montre les déplacements de la plaque pour différents ratios de pas de temps m. Les
déplacements de la plaque calculés avec un ratio m = 50 correspondent tres bien a ceux obtenus avec
un ratio m = 1. Pour m = 100, les déplacements restent précis pendant la phase initiale et présentent
une trés légere divergence en fin de simulation. La Figure [6a| montre I’évolution des bilans énergétiques
des solveurs Fluide et Structure ainsi que 1’énergie parasite d’interface introduite dans le systeme par
le couplage. On observe que 1’énergie parasite d’interface est faible, comparée aux bilans énergétiques
dans chaque sous-domaine, et représente environ 1% de 1’énergie transmise par 1’interface pour m = 50,
et 2% pour m = 100.

(a) Evolution temporelle de 1’énergie pour un (b) Déplacement de la plaque pour différents
ratio de pas de temps m = 100. ratios de pas de temps (m = 1,50 et 100).

FIGURE 6 — Etude de I’impact du sous-cyclage fluide sur les déplacements et I’énergie : le pas de temps
fluide reste constant tandis que le pas de temps structure est multiplié par le ratio m.

Le cas de référence conforme est comparé avec des résultats obtenues avec deux maillages structures.
Un maillage plus fin avec une taille de maille de 0.8 fois plus fine que le maillage référence et un maillage
plus grossier avec une taille de maille 1.25 plus grande. Les résultats sont obtenus en mono-pas de temps.

La Figure /| montre les déplacements pour ces différents maillages et I’évolution de I’énergie avec
le maillage le plus grossier. Nous observons des déplacements treés proches du cas de référence et un
bon contrdle de I’énergie d’interface, soulignant la pertinence de la méthode Mortar pour notre couplage
volumes finis-éléments finis, non-conforme a I’interface.

(a) Evolution temporelle de 1’énergie avec le (b) Déplacement de la plaque pour différents
raffinement de maille (1.25 plus grand). raffinements de maillages de la structure.

FIGURE 7 — Etude de I'impact de la non-conformité des maillages fluide et structure : seul le maillage
structure est modifié, le maillage fluide reste inchangée.



4 Conclusion

Ce travail présente le développement et I’évaluation d’une méthode de couplage fort entre un fluide
compressible et une structure utilisant des multiplicateurs de Lagrange pour garantir la continuité de la
vitesse normale a I’interface. Le fluide est modélisé par la méthode des volumes finis avec un schéma
explicite de Runge-Kutta, tandis que la structure est résolue par la méthode des éléments finis avec un
schéma implicite de Newmark. Une approche multi-pas de temps fortement couplée, basée sur la mé-
thode GC, est proposée avec un sous-cyclage du fluide. La méthode Mortar est également intégrée pour
permettre I’ utilisation de maillages non conformes a I’interface. Les méthodes développées sont validées
sur le cas d’une onde de choc impactant une plaque, offrant une comparaison directe avec des résul-
tats expérimentaux. Les simulations démontrent qu’un rapport de pas de temps de 100, combiné a des
maillages non conformes, permet de reproduire fidelement la dynamique de la plaque, confirmant ainsi
la précision et la robustesse des approches proposées. Une analyse du bilan énergétique met en évidence
un contrdle rigoureux de I’énergie introduite par le couplage a I’interface, tout en assurant la stabilité
numérique du systeme couplé. L’utilisation des multiplicateurs de Lagrange s’avere particulierement ef-
ficace pour le couplage VF/EF, avec des possibilités de multi-pas de temps efficaces grace a la méthode
GC et une gestion performante des maillages non conformes via la méthode Mortar. Pour les perspec-
tives, I’objectif est d’abord d’étendre cette méthode a des applications tridimensionnelles. Ensuite, il sera
intéressant de 1’adapter a d’autres modeles physiques afin d’élargir son champ d’application. En effet,
son extension a des écoulements visqueux (laminaires ou turbulents) et a des structures non linéaires
permettra de traiter des cas plus complexes et représentatifs des enjeux industriels.
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