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Résumé — La méthode de paramétrisation de variétés invariantes est une technique de réduction de
modèle pour les systèmes dynamiques permettant de calculer les modes non linéaires de vibration d’une
structure. Cette contribution montre comment appliquer la méthode en insérant un développement nou-
veau sur la paramétrisation de cycles limites, permettant de continuer les solutions périodiques jusqu’à
des grandes amplitudes avec un calcul automatique de la limite de validité.
Mots clés — Méthode de paramétrisation de variétés invariantes, Limites de validité, Paramétrisation de
cycles limites.

1 Introduction

Les techniques de réduction de modèle sont souvent employées dans le domaine des vibrations non
linéaires pour permettre la résolution de systèmes complexes avec un coût de calcul réduit et pour les
rendre plus interprétables. La méthode de paramétrisation de variétés invariantes [1] s’inscrit dans ce
contexte et permet le calcul des modes de vibration non linéaires d’un système mécanique en cherchant
des variétés invariantes associées à un point fixe (une configuration d’équilibre) au moyen de dévelop-
pements asymptotiques et en restreignant la dynamique du système à ce sous-ensemble. L’extension du
domaine d’application de la méthode aux modèles en éléments finis a été un thème de fort intérêt dans
la dernière décennie, cf. [2, 3, 4, 5], et a permis de l’utiliser pour plusieurs classes de problèmes, comme
les MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems) [6, 7], les structures tournantes [8] et les coques minces
[9].

Récemment, le traitement de systèmes dépendant d’un paramètre et subissant une bifurcation de
Hopf a été traité [10, 11, 12] par l’addition du paramètre de contrôle comme une variable auxiliaire dans
la paramétrisation, permettant de retrouver le diagramme de bifurcation du système à partir d’un modèle
réduit construit pour une seule valeur du paramètre. La zone de validité pour laquelle le modèle réduit
s’accorde avec le modèle complet dépend de l’application. Cependant, il a été montré [10] que cette zone
dépend de la distance entre le cycle limite et le point fixe instable, où est calculé le modèle réduit. Or
cette distance augmente lorsque l’on s’éloigne du seuil.

En parallèle, dans [13], la méthode de paramétrisation a été combinée avec la méthode d’équilibrage
harmonique, permettant l’implémentation d’une procédure de redémarrage pour le calcul des courbes
amplitude-fréquence (ou backbone curve en anglais) de systèmes conservatifs en vibration libre. Cette
version de la méthode correspond, en fait, à une paramétrisation des variétés invariantes d’un cycle limite
du système, dans une procédure similaire à celle introduite dans [14], avec un terme supplémentaire
permettant de tenir compte du changement de fréquence des cycles limites le long de la backbone.

Dans cette contribution, nous présentons une procédure permettant de calculer des diagrammes de
bifurcation de systèmes paramétrés, augmentant drastiquement leur zone de validité. Pour cela, la para-
métrisation de points fixes, telle que décrite dans [4, 10], et la paramétrisation de cycles limites, comme
proposée dans [13], sont combinées, permettant des redémarrages successifs, avec un calcul automatique
de la limite de validité des expansions asymptotiques. Le texte est organisé comme suit : les Sections 2.1
à 2.3 introduisent les points clés pour l’application de la méthode aux points fixes et aux cycles limites,
ainsi que le critère pour le calcul des limites de validité. Ensuite, un exemple d’application, le calcul
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du diagramme de bifurcation d’un pendule inversé soumis à une force suiveuse, est présenté dans la
Section 3. Les conclusions sont données ensuite dans la Section 4.

2 La méthode de paramétrisation de variétés invariantes

Cette section présente succinctement les développements principaux relatifs à l’application de la
méthode de paramétrisation. On considère des systèmes dynamiques de dimension D de la forme

Bẏ = Ay+Q(y,y), (1)

où y ∈RD est le vecteur d’état du système, A et B sont des matrices D×D réelles et Q : RD ×RD →RD

est un opérateur bilinéaire qui représente les non-linéarités du système. On suppose de plus, sans perte
de généralité, que l’origine est un point fixe du système.

2.1 Paramétrisation de points fixes

Les développements traités dans cette section sont présentés en beaucoup plus de détail dans [4,
5], avec une extension au cas de systèmes dépendant d’un paramètre dans [10]. Pour paramétrer une
variété liée à un point fixe, la méthode introduit des variables normales z ∈ Cd comme des coordonnées
curvilignes décrivant la variété. Les deux inconnues du problème sont la relation entre les variables
physiques y et les variables normales, appelée paramétrisation, et l’évolution temporelle des variables
normales, appelée dynamique réduite. Il convient de noter que, en général, d ≪ D : il s’agit bien d’une
méthode de réduction directe. Les inconnues sont écrites comme des développements asymptotiques en
fonction des variables normales :

W(z) =
o

∑
p=1

[W(z)]p =
o

∑
p=1

mp

∑
k=1

W(p,k)zα(p,k), (2a)

f(z) =
o

∑
p=1

[f(z)]p =
o

∑
p=1

mp

∑
k=1

f(p,k)zα(p,k), (2b)

où W(p,k) et f(p,k) sont les coefficients inconnus des développements asymptotiques, [·]p représente la
partie polynomiale de degré p, le degré maximal considéré étant o, mp est le nombre de monômes de
degré p en d variables, et α(p,k) ∈ Nd est le multi-indice associé au k-ème monôme d’ordre p.

Remarque 1. Le choix de la dimension d du vecteur de variables normales est lié à des informations
connues au préalable sur la dynamique du système (e.g. résonances internes, contenu fréquentiel d’un
potentiel forçage, etc.). Pour les systèmes autonomes et conservatifs, d est toujours pair, et correspond à
deux fois le nombre de modes maîtres retenus. L’introduction d’un forçage harmonique augmente d de
deux unités par composante harmonique, suivant la procédure décrite dans [4], alors que l’introduction
d’un paramètre de contrôle l’augmente d’une unité [10].

La paramétrisation et la dynamique réduite peuvent être substituées dans l’Éq. (1), et donnent lieu à
l’équation d’invariance du système :

B∇zW(z)f(z) = AW(z)+Q(W(z),W(z)). (3)

Si on injecte, de plus, les développements asymptotiques données par l’Éq. (2) dans l’Éq. (3), celle-ci
peut être résolue ordre par ordre, et on a affaire à o équations homologiques. Au premier ordre, il existe
d monômes, et la solution de l’équation homologique d’ordre 1 donne :

W(1,k) = Yk et f (1,k)k = λk ∀k ∈ [1, . . . ,d] , (4)

avec λk et Yk les k-ème valeur propre et vecteur propre à droite du problème. Aux ordres polynomiaux
suivants, la détermination des coefficients liés à chacun des monômes est faite à travers la résolution d’un
système linéaire de taille (D+d)×(D+d), où le membre de droite ne dépend que de quantités calculées
précédemment. Pour plus de détails, voir [4, 5].
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2.2 Paramétrisation de cycles limites

On suppose que le système étudié possède une orbite périodique, ou cycle limite, γ, qui satisfait
l’Éq. (1) et la condition de périodicité γ(θ) = γ(θ+ τ) ∀θ ∈ [0,2π], où τ est la période minimale du
cycle limite. Pour décrire les variétés du cycle limite γ, la paramétrisation est désormais une fonction de
θ aussi, et est écrite en série de Fourier-Taylor sous la forme

W(z,θ) =
o

∑
p=0

mp

∑
k=1

W(p,k)(θ)zα(p,k) =
o

∑
p=0

mp

∑
k=1

H

∑
h=−H

W(p,k)
h eihθzα(p,k), (5)

avec H le nombre d’harmoniques considéré dans le développement de Fourier. Dans ce cas, la variété pa-
ramétrée par les coordonnées z est transverse au cycle limite, et, comme dans le cas de la paramétrisation
de points fixes, elle peut être choisie avec une dimension d quelconque. Cependant, pour les applications
présentées dans cette contribution, on se limitera au cas où d = 1 et la dynamique de la variable réduite
est nulle :

ż = f (z) = 0. (6)

Cette situation peut paraître restrictive, mais elle correspond au cas d’une variété composée entièrement
de cycles limites : c’est la situation que l’on trouve, par exemple, pour les systèmes paramétrés subissant
une bifurcation de Hopf, où z est une abscisse curviligne le long du diagramme de bifurcation directement
liée au paramètre de contrôle. Il est à noter que ce cadre peut s’étendre aux systèmes conservatifs en
vibration libre, où les cycles limites définissant la courbe backbone du système remplissent densément la
sous-variété centrale de Lyapunov (ou en anglais LSM pour Lyapunov subcenter manifold), et z peut être
interprété comme une mesure de leur amplitude. Dans ce cadre, la méthode peut être comprise comme
une procédure de continuation analytique de cycles limites : la paramétrisation donnée par l’Éq. (5) décrit
l’évolution des cycles limites et du paramètre de contrôle en fonction de z, qui peut être interprété comme
un paramètre de continuation. La taille du pas de continuation est déterminée par la limite de validité de
la méthode, et une nouvelle paramétrisation peut être calculée pour continuer la procédure. L’adjectif
analytique met en relief le fait que tous les points du diagramme de bifurcation sont connus le long de
chaque pas de continuation, différemment des algorithmes de continuation numérique [15].

Additionnellement, pour tenir compte de la variation fréquentielle des orbites périodiques dans la
variété, une dynamique réduite pour la variable angulaire est également introduite :

θ̇(z) = ω(z) =
o

∑
p=0

ωpzp. (7)

La procédure pour calculer les coefficients de la paramétrisation dans ce cas est très similaire à celle
de la paramétrisation de points fixes : les Éqs. (5) à (7) sont injectées dans l’Éq. (1), ce qui mène à
l’équation d’invariance

B∇θW(z,θ)ω(z) = AW(z,θ)+Q(W(z,θ),W(z,θ)). (8)

La résolution ordre par ordre des équations homologiques qui en découlent mène aux résultats présentés
ci-dessous :

— Ordre 0 : puisque le cycle limite ne se situe pas à l’origine du système, il est nécessaire de consi-
dérer des constantes dans la paramétrisation. Les coefficients d’ordre zéro de la paramétrisation
résultent simplement du développement de Fourier du cycle limite, et celui de la dynamique
réduite correspond à sa fréquence :

W(0,1)
h = γh et ω0 =

2π

τ
∀h ∈ [−H, . . . ,H] , (9)

avec γh les coefficients du développement harmonique du cycle limite. Dans le cas où l’orbite
périodique est déterminée au moyen d’une paramétrisation de point fixe, ce développement est
accessible de manière analytique comme un produit de la méthode.

— Ordre 1 : les coefficients d’ordre 1 de la paramétrisation et de la dynamique réduite de la variable
angulaire sont obtenus à partir du noyau de l’opérateur homologique écrit dans le domaine de
Fourier :

(iω0BH −At)W(1,1)+ iBHW(0,1)
ω1 = 0, (10)
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où les matrices BH et At peuvent être construites à partir de A, B et Q, et représentent les opé-
rateurs de l’équation d’invariance dans l’espace de Fourier. Des expressions explicites pour leur
calcul sont fournies dans [13]. Les vecteurs W(p,1) regroupent les coefficients de la paramétrisa-
tion pour tous les harmoniques :

W(p,1) =
[
(W(p,1)

−H )T , . . . ,(W(p,1)
H )T

]T
∀p ∈ [0, . . . ,o] . (11)

Il est possible de montrer [14] que les coefficients de la paramétrisation représentent le dévelop-
pement harmonique des vecteurs propres de la matrice de monodromie du système associés à un
multiplicateur de Floquet unitaire. L’Éq. (10) doit donc être complétée par une condition supplé-
mentaire, imposant l’orthogonalité de W(1,1) au développement harmonique du vecteur tangent
au cycle limite, qui fait aussi partie du noyau de l’Éq. (10) puisqu’il est associé à un multiplicateur
unitaire.

— Ordres supérieurs : pour les ordres suivants, la même matrice de coefficients est employée pour
résoudre le système, mais désormais le membre de droite est non nul et dépend des coefficients
précédemment calculés. Une condition d’orthogonalité supplémentaire par rapport à W(1,1) doit
être imposée pour que le système possède une solution unique. Ce type de procédure est carac-
téristique de la résolution des équations de la méthode de paramétrisation. Il est intéressant de
noter, à ce stade, que le système d’équations à résoudre à chaque ordre est couplé dans tous les
harmoniques, et présente donc une grande taille. Cependant, puisque la matrice de coefficients
reste la même pour tous les ordres, elle peut être factorisée une seule fois, ce qui garantit une
meilleure efficacité de la procédure.

2.3 Limite de validité

Pour la construction des modèles réduits obtenus avec la méthode de paramétrisation, les coefficients
des développements asymptotiques de la paramétrisation décrivant la variété sont obtenus, ordre par
ordre, par la résolution de l’équation d’invariance : soit l’Éq. (3) dans le cas des points fixes soit l’Éq. (8)
dans le cas des cycles limites. Puisque le résultat est obtenu sous forme de développement asymptotique,
il n’est pas exact, et présente en général un rayon de convergence fini. Une façon assez naturelle d’estimer
la qualité des approximations issues de la méthode de paramétrisation, et donc de déterminer sa limite de
validité, consiste à vérifier à quel point l’équation d’invariance est vérifiée par l’approximation fournie
par le développement asymptotique. On choisira d’utiliser une version de ce critère pour estimer la limite
de validité de la méthode dans cette contribution, bien que d’autres possibilités existent, voir e.g. [16]
pour plus de détails.

En particulier, quand on considère un système autonome avec un seul mode maître présent dans la
paramétrisation, il est possible de simplifier le critère de l’équation d’invariance en supposant que, pour
une paramétrisation d’ordre o, toute l’erreur de l’approximation est concentrée dans le terme dominant,
d’ordre o+ 1. En utilisant cette hypothèse, une expression analytique (permettant de calculer la limite
de validité de la méthode en fonction d’une tolérance ε spécifiée) peut être déterminée, permettant un
calcul rapide, et en général précis, de la limite de validité. Elle sera utilisée dans les exemples qui suivent
pour déterminer quand un nouveau développement asymptotique doit être calculé. Pour plus de détails,
et pour les expressions permettant l’application de ce critère, voir [13, 16].

3 Exemple d’application

Cette section présente un exemple illustratif de l’application de la méthode. On considère un pendule
inversé avec trois dégrés de liberté soumis à une force suiveuse, subissant une bifurcation de Hopf pour
une valeur critique de l’intensité de la force, et pour laquelle le diagramme de bifurcation est tracé. On
calcule d’abord une paramétrisation de point fixe autour de la configuration d’équilibre correspondant à
l’origine de l’espace de phase, qui permet de trouver des cycles limites du système. Une fois la limite
de validité, calculée selon le critère présenté dans la Section 2.3, atteinte, des paramétrisations de cycle
limite successives sont déterminées, permettant d’étendre les deux courbes mentionnées.
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Le système considéré est un pendule de Ziegler [17] avec une masse supplémentaire. Son équation
du mouvement peut être écrite sous la forme

Mθ̈+Cθ̇+(K+Kg)θ = Fnl, (12)

et des expressions précises pour chacun des matrices et vecteurs dans Éq. (12), ainsi que l’établissement
des équations du mouvement, sont rappelées dans [10]. Dans la même référence, une étude du système
avec un modèle réduit construit à travers une paramétrisation de point fixe a été menée, permettant de
tracer son diagramme de bifurcation jusqu’à une certaine amplitude, au-delà de laquelle l’approximation
diverge dû à l’éloignement du cycle limite au point fixe. Dans cette section, nous essayons d’étendre la
zone de validité du diagramme obtenu avec le modèle réduit utilisant la paramétrisation de cycles limites.

Pour appliquer la méthode de paramétrisation l’ordre polynomial maximal de l’approximation, ainsi
que le nombre d’harmoniques, ont été choisis comme o = H = 15, et deux tolérances pour la procédure
permettant de déterminer la limite de validité ont été testées : ε = 10−2 et ε = 10−6. Le diagramme de
bifurcation obtenu pour l’angle de l’extremité du pendule est présenté dans la Fig. 1. Il est comparé avec
le diagramme trouvé utilisant la paramétrisation de point fixe seulement et une référence obtenue par
continuation numérique du modèle complet avec le logiciel Matcont [18]. Les parties stables et instables
du diagramme sont montrées en trait continu et pointillé, respectivement. La stabilité n’a été calculée
que pour le modèle complet.
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FIGURE 1 – Diagrammes de bifurcation pour le pendule de Ziegler à 3 degrés de liberté. La paramé-
trisation de cycles limites est utilisée pour étendre les résultats présentés dans [10], obtenus avec une
paramétrisation de point fixe seulement. Des résultats de référence, calculés avec le logiciel de continua-
tion numérique Matcont, sont également présentés.

La figure montre comment la paramétrisation de cycles limites a permis d’augmenter la zone de
validité du modèle réduit : pour les deux cas il est possible d’aller au moins jusqu’au point de repliement
de la variété, situé à une charge plus de trois fois supérieure à la celle pour laquelle la paramétrisation de
points fixes ne converge plus. Il est possible de remarquer qu’une fois la partie instable du diagramme
est atteinte, des difficultés de convergence apparaissent. D’autres valeurs de o, H et ε ont été testés, mais
ce phénomène est toujours présent. Il sera étudié en plus de détails par la suite. Une possible explication
est l’apparition d’une bifurcation de cycles limites avec le changement de stabilité, qui pourrait perturber
le calcul de la tangente à l’ordre 1 de la paramétrisation.

4 Conclusion

Dans cette contribution, une procédure permettant d’étendre la zone de convergence de la méthode de
paramétrisation de variétés invariantes a été présentée. L’approche proposée combine la paramétrisation
de points fixes et de cycles limites avec une procédure permettant d’estimer la limite de validité de la
méthode, afin d’obtenir un calcul automatisé de diagrammes de bifurcation. En particulier, la démarche
présentée est adaptée aux cas où la solution recherchée a la topologie d’une variété densément peuplée
de cycles limites.
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Un exemple a été traité : le cas d’un pendule inversé soumis à une force suiveuse, pour lequel le
diagramme de bifurcation décrivant l’évolution de l’amplitude des cycles limites issus d’une bifurcation
de Hopf en fonction de l’intensité du forçage est tracé. La méthode proposée a permis d’augmenter
significativement la zone de convergence de la paramétrisation de points fixes, pour un coût numérique
modéré. Des exemples de structures continues discrétisées par éléments finis (cas de la colonne de Beck)
seront présentés lors du colloque afin de montrer que la méthode permet de traiter des systèmes de
grande taille. Les résultats présentés dans cette contribution montrent que les branches non linéaires
peuvent être calculées à l’aide d’une méthode de continuation que l’on peut qualifier d’analytique, dont
chaque tronçon de branche correspond à l’approximation locale de la variété invariante centrale attachée
au cycle limite.
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