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Résumé — Ce travail propose un nouveau modèle élasto-viscoplastique pour les verres métalliques,
fondé sur la théorie du volume libre et intégrant un couplage mécanique-diffusion. Une formulation en
grandes déformations est développée afin de reproduire les fortes localisations plastiques et l’évolution
du volume libre au sein des bandes de cisaillement. L’intégration numérique est mise en œuvre dans
MFront et couplée à CAST3M. Les premiers résultats en petites perturbations ayant été validés, les
développements en grandes déformations font l’objet de cette communication.
Mots clés — verres métalliques, volume libre, transformation finie, viscoplasticité.

1 Introduction

Les verres métalliques sont des alliages amorphes obtenus par un refroidissement extrêmement rapide
qui empêche la cristallisation. Ils suscitent un intérêt croissant pour diverses applications grâce à leurs
propriétés mécaniques remarquables : très grande résistance à la rupture, forte capacité à stocker et à
libérer l’énergie élastique, et limite d’élasticité élevée, comparable à celle des polymères et supérieure à
celle des métaux cristallins [1].

À haute température, le comportement mécanique des verres métalliques est homogène et la déforma-
tion plastique peut atteindre des valeurs très élevées. En revanche, à basse température, le comportement
devient hétérogène, marqué par l’apparition de bandes de cisaillement extrêmement fines (quelques di-
zaines de nanomètres) [2, 3]. Ce mode de déformation localisée dépend fortement de la température,
mais aussi du taux de déformation. Au-delà d’un seuil critique (environ 800s−1), l’augmentation du taux
de déformation produit un effet équivalent à une diminution de la température, qui peut rendre la réponse
plus hétérogène [4].

Les modèles en petites perturbations ont été déjà étudiés pour caractériser et modéliser ce comporte-
ment hétérogène [5]. L’objectif de ce travail est de développer un modèle dans le cadre de la transforma-
tion finie, afin de reproduire les fortes localisations plastiques observées expérimentalement. Le modèle
proposé repose d’une part sur la théorie du volume libre, initialement formulée par Spaepen [6] et enri-
chie par de Hey et al. [7], d’autre part sur un comportement élasto-viscoplastique à écrouissage isotrope
et cinématique non linéaire. Il intègre également la diffusion du volume libre, ce qui permet d’intro-
duire une longueur interne pour éviter la dépendance au maillage et contrôler l’épaisseur des bandes de
cisaillement.

Il est important d’établir un modèle du comportement des verres métalliques dans le cadre de la
transformation finie. D’une part, les observations expérimentales montrent que des déformations plas-
tiques importantes (jusqu’à 80% en compression) peuvent être atteintes dans certaines configurations [8].
D’autre part, les approches en petites perturbations ne permettent pas de décrire fidèlement l’évolution
géométrique de ces zones localisées, notamment la rotation des directions principales de la déformation
à travers la bande de cisaillement [9]. Enfin, le cadre des grandes déformations ouvre la voie à une gé-
néralisation du modèle à d’autres matériaux sensibles à la localisation, tels que les polymères vitreux et
certains composites amorphes partiellement cristallisés [10], pour lesquels l’introduction de mécanismes
d’écrouissage peut s’avérer nécessaire.

La loi de comportement est implémentée dans MFront [11], qui permet une intégration locale com-
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patible avec plusieurs solveurs éléments finis (EF). La résolution du couplage mécanique-diffusion est
réalisée avec le logiciel CAST3M [12]. Le modèle en petites perturbations a déjà donné lieu à des résul-
tats préliminaires [5], tandis que les simulations en grandes déformations feront l’objet de la présentation
lors de la conférence.

2 Loi de comportement

2.1 Modèle en petites perturbations

Afin de décrire le comportement des verres métalliques, notamment la formation de bandes de ci-
saillement, un modèle tridimensionnel élasto-viscoplastique à écrouissage isotrope et cinématique non
linéaire avec une loi d’écoulement de volume libre a été établi dans le cadre des petites déformations et
de la température constante.

La déformation totale se décompose en deux parties :

ε = ε
e + ε

vp (1)

avec ε la déformation totale, εe la déformation élastique, et εvp la déformation viscoplastique.
Le comportement élastique est décrit par une loi de Hooke isotrope linéaire, de la forme :

σ = C : ε
e = λTr(εe)1+2µε

e (2)

avec σ la contrainte de Cauchy, C le tenseur élastique du quatrième ordre, λ et µ les coefficients de Lamé.
Un critère de limite d’élasticité de type von Mises est choisi, la fonction de charge f a pour expres-

sion :
f (σ,X ,R) = ||s−X ||eq −R(p)−σ0 (3)

avec s = devσ, ||s−X ||eq =

√
3
2
(s−X) : (s−X).

L’écrouissage cinématique non linéaire est donné par :

X =
2
3

Cα (4)

tandis que l’écrouissage isotrope suit la loi :

R(p) = R∞(1− exp(−bp)) (5)

Les lois d’écoulement s’écrivent :
ε̇

vp = ṗn (6)

α̇ = ε̇
p − γα ṗ (7)

avec σ0, C, R∞, b, γ les paramètres du matériau, ṗ la dérivée de la déformation plastique cumulée (définie

telle que ṗ =

√
2
3

ε̇
vp : ε̇

vp) et n la direction de l’écoulement plastique normale à la surface de plasticité

n =
∂ f
∂s

=
3
2

s−X
||s−X ||eq

.

On définit la dérivée de la déformation plastique cumulée par la loi de volume libre de Spaepen [6] :

ṗ = ε̇0cexp(−1
x
)sinh

(
f (σ,X ,R)Va

2
√

3kBT0

)
(8)

avec ε̇0c le facteur de fréquence, kB la constante de Boltzmann, T0 la température d’essai, Va le volume
d’activation. Une variable d’état supplémentaire x est introduite pour représenter le volume libre réduit,

x =
v f

αv∗
(9)

avec v f le volume libre moyen par atome, v∗ le volume libre critique et α un facteur géométrique (0.5 ≤
α ≤ 1).
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L’évolution de x est décrite par une équation cinétique prenant en compte la création et la relaxation
structurale et la diffusion du volume libre.

ẋ = D∆(x)+ax ṗ− krx2
(

exp(−1
x
)− c feq

)
(10)

avec ax lié à la création de volume libre sous l’action de la déformation [7] et −kr lié à la relaxation
structurale [13]. cféq représente le taux de défauts à l’équilibre, D est le coefficient de diffusion du volume
libre.

Ce modèle constitue la base de notre approche. Toutefois, les hypothèses liées aux petites pertur-
bations limitent la capacité à décrire les fortes déformations observées. Une extension dans le cadre de
transformation finie est donc envisagée, comme présenté ci-dessous.

2.2 Modèle en transformation finie

2.2.1 Préliminaires

Dans le cadre de transformation finie, la déformation élasto-viscoplastique est décrite à l’aide d’une
décomposition multiplicative du gradient de déformation :

F = Fe ·F p (11)

où F est le gradient de déformation, Fe est la partie élastique et F p est la partie plastique. F p corres-
pond à la transformation de la configuration initiale vers une configuration intermédiaire, tandis que Fe

représente un passage élastique de la configuration intermédiaire à la configuration actuelle.
On introduit le second tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff, défini dans la configuration intermé-

diaire :
S̃ = JFe−1 ·σ · tFe−1 (12)

Le tenseur de déformation logarithmique élastique est défini comme :

He =
1
2

lnCe =
3

∑
i=1

ln(λe
i )ni ⊗ni (13)

avec Ce le tenseur de déformation de Cauchy élastique Ce = tFe ·Fe, qui peut également être exprimé
sous forme de la représentation spectrale en bases principales ni :

Ce =
3

∑
i=1

(λe
i )

2ni ⊗ni (14)

où λe
i sont les valeurs propres élastiques.
Le gradient de la vitesse plastique dans la configuration intermédiaire est défini par :

L̃p
= Ḟ p ·F p−1 (15)

Ce tenseur peut être décomposé en une partie symétrique D̃p et antisymétrique W̃ p, avec

D̃p
=

1
2
(Ḟ p ·F p−1 + tF p−1 · t Ḟ p

) (16)

Pour les matériaux isotropes [14], la partie antisymétrique W̃ p
= 0.

L’énergie élastique associée à la déformation logarithmique s’exprime comme :

Ψe =
1
2

tHe : Ce : He (17)

avec Ce le tenseur d’élasticité.
La contrainte logarithmique est ainsi définie comme la force thermodynamique conjuguée à He :

T =
∂Ψe

∂He = Ce : He (18)
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En élasticité isotrope [15], on peut considérer la relation suivante :

T = Σ̃
s

(19)

où Σ̃
s

est la partie symétrique du tenseur de contrainte de Mandel Σ̃ =Ce · S̃

Σ̃
s
=

1
2
(Ce · S̃+ S̃ ·Ce) (20)

2.2.2 Équations constitutives

L’énergie libre de Helmholtz est définie comme la somme de l’énergie élastique et des énergies
plastiques :

Ψ(He,α, p) = Ψe(He)+Ψα(α)+Ψp(p) (21)

De la même manière, on reprend ici les expressions d’écrouissage définies par les équations (4)-(5), et
on a les relations suivantes :

X =
∂Ψα

∂α
(22)

R =
∂Ψp

∂p
(23)

La fonction de charge f a pour expression :

f (T ,X ,R) = ||devT −X ||eq −R(p)−T0 (24)

avec T0 la limite initiale d’élasticité.
Les lois d’écoulement s’écrivent [14] :

D̃p
= ṗN (25)

α̇ = D̃p − γα ṗ (26)

ṗ = ε̇0cexp(−1
x
)sinh

(
f (T ,X ,R)Va

2
√

3kBT0

)
(27)

avec ṗ =

√
2
3

D̃p : D̃p et N p =
3
2

devT −X
||devT −X ||eq

L’équation cinétique du volume libre est identique à celle donnée en (10).

3 Implémentation numérique

3.1 Algorithme d’intégration en petites perturbations

3.1.1 Schéma d’intégration locale

Le schéma d’intégration implicite local consiste à résoudre les équations constitutives en chaque
point de Gauss dans la simulation par EF. À partir des variables mécaniques connues {σ

n
,εe

n
, pn,αn

,xn}
à l’instant t et d’un incrément de déformation imposé ∆ε, on estime les grandeurs mécaniques à l’instant
t +∆t.

En supposant l’évolution élastique, on a :

∆ε
e = ∆ε,∆p = 0,∆α = 0,∆x = 0 (28)

D’après les équations (2) et (3)
σ

el
n+1

= C : (εe
n
+∆ε) (29)

f tr = ||sel
n+1

−X
n
||eq −R(pn)−σ0 (30)
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Si f tr > 0, la réponse est élasto-viscoplastique et le système suivant est résolu en recherchant les
inconnues {∆εe,∆p,∆α,∆x}, par la méthode de Newton-Raphson, selon les équations (6), (7), (8) et (10)
sans le terme de diffusion D∆(x) :

∆ε
e −∆ε+∆pn

n+1
= 0

∆α−∆pn
n+1

+ γ(α
n
+∆α)∆p = 0

∆p− ε̇0cexp(− 1
xn +∆x

)sinh

(
f (σ

n+1
,X

n+1,Rn+1)Va

2
√

3kBT0

)
∆t = 0

∆x−ax∆p+ kr(xn +∆x)2
(

exp(− 1
xn +∆x

)− c feq

)
∆t = 0

(31)

avec les expressions suivantes : n
n+1

=
3
2

s
n+1

−X
n+1

||s
n+1

−X
n+1||eq

, s
n+1

= dev(σ
n+1

) = dev(σ
n
+C : ∆εe),

X
n+1 =

2
3

C(α
n
+∆α), Rn+1 = R∞(1− exp(−b(pn +∆p)))

3.1.2 Cas test

L’intégration locale des lois de comportement a été implémentée dans le logiciel MFront. Le calcul
par EF a été effectué avec le logiciel CAST3M, dans un premier temps sans prise en compte de la
diffusion.

En utilisant les paramètres identifiés par Bayard (Table 1), la courbe de comportement obtenue par
l’essai de compression uniaxiale dans la direction z (Figure 1), à une vitesse de déformation de 3.125s−1,
reproduit fidèlement les résultats de référence (Figure 2).

TABLE 1 – Paramètres identifiés pour la simulation [5]

E (MPa) ε̇0c (s−1) T0 (K) Va (mm3) ax kr (s−1) c feq x0

30.3 ·103 5.51 ·109 556 1.26 ·10−19 0.034 6.07 ·1011 6.62 ·10−15 0.0305

FIGURE 1 – Géométrie et
maillage FIGURE 2 – Évolution de la contrainte et du volume libre

3.2 Algorithme d’intégration en transformation finie

De manière analogue, à partir des variables mécaniques connues {F
n
, pn,αn

,xn} à l’instant t et du
gradient de déformation F

n+1 à l’instant t +∆t, on estime les grandeurs mécaniques à l’instant t +∆t,
selon un schéma d’Euler implicite.
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À partir de la relation (15) sous l’hypothèse de W̃ p
= 0, on a [14] :

Ḟ p
= L̃p ·F p = D̃p ·F p (32)

Avec l’équation (25), on peut écrire la forme de discrétisation :

F p
n+1 = exp(∆pN

n+1
) ·F p

n
(33)

En inversant l’équation (33), on obtient :

(F p
n+1)

−1 = (F p
n
)−1 · exp(−∆pN

n+1
) (34)

que l’on multiplie par F
n+1 pour obtenir :

Fe
n+1 = F

n+1 · (F
p
n
)−1 · exp(−∆pN

n+1
) (35)

3.2.1 Prédiction élastique

On introduit le gradient de la déformation élastique test, noté :

Fe, tr
n+1 = F

n+1 · (F
p
n
)−1 (36)

alors l’équation (35) s’écrit comme :

Fe
n+1 = Fe

n+1
tr · exp(−∆pN

n+1
) (37)

On obtient la relation suivante selon la définition :

He
n+1

tr =
1
2

ln(exp(∆pn+1 N
n+1

)) ·He
n+1 · ln(exp(∆pN

n+1
)) (38)

Dans le cas où ∥He
n+1

tr∥≪ 1, on adopte l’approximation suivante :

He
n+1 = He

n+1
tr −∆pN

n+1
(39)

En supposant une évolution élastique :

F p
n+1

tr = F p
n

Fe
n+1

tr = F
n+1 ·F

p
n
−1

He
n+1

tr =
1
2

ln(tFe
n+1

tr ·Fe
n+1

tr)

(40)

Le tenseur de contrainte test obtenu via la définition (18) est :

T tr
n+1 = Ce : He

n+1
tr (41)

La fonction de charge F tr d’après l’équation (24) :

F tr = ∥devT tr
n+1 −X

n
∥eq −R(pn)−T0 (42)

3.2.2 Correction plastique

Si Fel > 0, la réponse est élasto-viscoplastique, et le système suivant est résolu en recherchant les
inconnues {T

n+1,∆p,∆α,∆x}, à l’aide de la méthode de Newton-Raphson, selon les équations (25), (26),
(27), (39) et (10) sans le terme de diffusion D∆(x) :

Ce−1 : T
n+1 +∆pN

n+1
−He

n+1
tr = 0

∆α−∆pN
n+1

+ γ(α
n
+∆α)∆p = 0

∆p− ε̇0cexp(− 1
xn +∆x

)sinh

(
F(T

n+1,Xn+1,Rn+1)Va

2
√

3kBT0

)
∆t = 0

∆x−ax∆p+ kr(xn +∆x)2
(

exp(− 1
xn +∆x

)− c feq

)
∆t = 0

(43)
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avec les expressions suivantes : N
n+1

=
3
2

devTn+1 −X
n+1

∥devTn+1 −X
n+1∥eq

, X
n+1 =

2
3

C(α
n
+∆α).

Les variables internes sont ensuite mises à jour, dans le cas isotrope d’après les équations (12), (19),
(20) :

S̃
n+1

=
1
2
(Ce

n+1
−1 ·T

n+1 +T
n+1 ·C

e
n+1

−1) (44)

σ
n+1

=
1
J

Fe
n+1 · S̃n+1

· tFe
n+1 (45)

Les développements présentés dans ce chapitre ont permis de mettre en œuvre l’algorithme d’inté-
gration des lois de comportement en petites perturbations, validé par une première simulation uniaxiale
reproduisant des résultats de référence. Parallèlement, un schéma d’intégration en grandes transforma-
tions a été établi, en cohérence avec le cadre thermodynamique présenté. Ce schéma repose sur la décom-
position multiplicative du gradient de déformation, l’utilisation du tenseur de déformation logarithmique,
et la résolution implicite du système couplé mécanique-volume libre.

4 Conclusion

Un nouveau modèle élasto-viscoplastique à écrouissage isotrope et cinématique non linéaire avec
une loi d’écoulement de volume libre en grandes déformations a été formulé et son schéma d’intégra-
tion implicite est développé dans MFront. Par ailleurs, le modèle en petites perturbations a été validé
numériquement et fournit déjà des résultats cohérents avec les comportements attendus. Le couplage
mécanique-diffusion du volume libre a également été implémenté avec succès dans CAST3M, consti-
tuant une base solide pour les simulations à venir.

L’étape en cours vise à finaliser l’implémentation du schéma d’intégration en transformation finie
dans MFront, ainsi qu’à l’intégration du couplage multiphysique. Des simulations numériques seront
ensuite menées sur des cas tests représentatifs, afin de valider la capacité du modèle à reproduire les phé-
nomènes de localisation plastique, l’évolution du volume libre et la formation de bandes de cisaillement.
Les résultats préliminaires seront présentés lors de la conférence CSMA.
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