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Résumé — Ce travail a pour but de répondre aux besoins industriels pour I’estimation des durées de
vie des pieces mécaniques sous un chargement en fatigue a ’aide de la méthode d’éléments de frontiere
(BEM) accélérée par H —matrices dans le cadre statique de la mécanique linéaire élastique de la rupture
(MLER) isotrope et homogene. Il s’agit de réaliser un compromis entre les méthodes rapides mais tres
imprécises (formules analytiques de facteurs d’intensité des contraintes), et entierement numériques déja
existantes - précises mais cofiteuses en ressources et en temps de calcul (méthode des éléments finis pour
I’analyse thermomécanique de structures completes), se voulant étre a la fois précis et léger.

Mots clés — méthode d’éléments de frontiere, h-matrice, fatigue, durée de vie, équations intégrales.

1 Introduction

Contexte industriel. Ce projet, effectué dans le cadre d’une these CIFRE (2024-27) entre Safran Air-
craft Engines et ENSTA Paris, s’inscrit dans un contexte industriel assez précis : chez Safran, des outils
numériques existent déja pour estimer la durée de vie en fatigue des structures mécaniques. Certains sont
précis mais longs (méthode des éléments finis), d’autres sont rapides mais trés conservatifs (méthodes
analytiques et semi-analytiques). Sous certaines hypotheses physiques, on peut espérer trouver un bon
compromis entre vitesse de calcul et précision avec la BEM; la réduction du nombre de ddls (puisque
I’on maille notre structure uniquement sur sa frontiere), couplée a la compression des matrices d’in-
fluence, permettent une accélération des calculs non négligeable tout en conservant une bonne précision
numérique grice a la méthode des équations intégrales qui évalue les champs d’intérét de facon semi-
analytique (pour bien comprendre la méthode des équations intégrales et des éléments de frontiere pour
les structures et les fluides, on se réferera a I’ouvrage [1]).

De plus, le traitement des intégrales singulieres se fait, dans cette présentation, via 1’algorithme clas-
sique de Guiggiani (détaillé dans I’article [2]), mais enrichi pour pouvoir traiter des noyaux intégraux
quelconques, y compris lorsque 1’on incorpore, aux équations intégrales, la singularité du champ de dé-
placements au voisinage du front de fissure pour améliorer la précision sur le calcul du facteur d’intensité
des contraintes (FIC), ce qui constitue un dernier apport majeur de ce travail.

Méthode des discontinuités de déplacements. Cette méthode, trés classique (voir a ce sujet I’ouvrage
[1] et Particle original [5]), mais pas unique (une approche dite duale a aussi été proposée [7]), établit
une représentation intégrale de frontiere des champs de déplacements dans un solide fissuré quelconque
(voir figure 1), donnée par le systeme d’équations intégrales suivant :
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Représentation intégrale de la traction sur la fissure
et du déplacement sur la frontiére extérieure :

HrQp(x) + Drists (x) + Hrsug(x) = 1r(x) (1)

Derg () + Sssts ()~ Do () = yus(x)

Représentation pour un point intérieur hors de la fissure :

ug(x) = Dard(x) + Sasts(x) + Dasies(x)

FIGURE 1 — Solide fissuré

ou u,t et ¢ désignent respectivement le déplacement, la traction et le saut de déplacement (au travers
des levres de la fissure), et x désigne un point source. Les opérateurs intégraux de Caldéron S, D, D*
et H font référence, respectivement, aux opérateurs intégraux de simple couche, double couche, adjoint
au double couche et hypersingulier. Ils sont donnés en annexes A et B, ainsi que 1’expression de leurs
noyaux, issus de la solution fondamentale de Green, respectifs associés. Une fois ces opérateurs dis-
crétisés par éléments de frontiere (les deux frontieres discrétisées étant S et 1), on obtient un systéme
matriciel dense sous la forme ,
(K {or us, 15} = {F}

ou Sy et S, désignent les surfaces de Dirichlet et de Neumann. Les inconues portent uniquement sur des
points source a la frontiere : c’est le principe méme de la méthode des éléments de frontiere.

2 Calcul des intégrales singulieres

Schéma global. Comme présentées en annexes A et B, les intégrales impliquées dans la formulation
(1, 2) contiennent des noyaux plus ou moins singuliers en fonction de I’ordre de dérivation considéré.
En 3D par exemple, le noyau de simple couche est singulier comme O(r~!) avec r = ||x — y||, celui
de double couche et son adjoint sont singuliers comme O(r~2) et I’hypersingulier I’est comme O(r~3).
Ceci nécessite de considérer ces intégrales au sens de leur valeur principale de Cauchy ou leur partie
finie d’Hadamard, a partir d’un passage a la limite rigoureusement détaillé dans I’ouvrage [1]. Il existe
plusieurs facons d’implémenter le calcul de ces intégrales numériquement (voir a ce sujet, entre autres,
[1] ou encore [8] pour des surfaces fermées), mais celle qui a retenu notre attention est la méthode de
Guiggiani (présentée dans I’article [2]), possedant I’avantage de fonctionner quelle que soit la surface
considérée, reportant le calcul de la partie finie ou de la valeur principale au niveau de I’élément de
référence paramétrique.

Par ailleurs, la discrétisation nous amene a considérer les trois cas suivants (illustrés figure 2) concer-
nant le calcul des intégrales élémentaires, en notant x le point source et T, I’élément d’intégration :

— xestloinde T, : d(x,T,) > || : 'intégrande varie peu a cause du comportement en »~* loin de 0 :
I’intégrale élémentaire peut étre approchée a I’aide d’une quadrature classique de Gauss-Legendre.

— X €T, : une singularité apparait. L’algorithme de Guiggiani doit étre utilisé.

— Cas intermédiaire : 0 < d(x,T.)/|T.| < Tol : I'intégrande est mathématiquement réguliére mais
varie beaucoup a cause du comportement en r~° proche de O : un procédé adaptatif a été utilisé,
concentrant davantage de points et poids de quadrature le long du segment qui relie le point source
a I’élément d’intégration pour tenir compte des fortes variations de la fonction de Green.

Algorithme de Guiggiani enrichi. Evoqué précémment, 1’algorithme de Guiggiani [2] permet de cal-
culer numériquement une intégrale définie par sa partie finie ou sa valeur principale; ce procédé est
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FIGURE 2 — Illustration des différentes configurations possibles pour le calcul d’une intégrale élémentaire dont la
forme générale est donnée en haut a droite
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présenté tres succintement ci-dessous. Soit donc I’intégrale élémentaire associée a une densité (fonction
connue ou inconnue) @ et un noyau singulier K en un point source de 1’élément d’intégration T,, noté x

e

K(w) = . | Kly)o0)ds, = {f.p. [ K(f,y>NP<y>J<y>dy}<pp, x=1(®)
Te p:1 N ¢ /
I2(x)
En effectuant un passage en coordonnées polaires (out dy = pdpd®, voir figure 3), on dispose du
noyau polaire suivant :

E(p,8) :=pJ(3(p,8))N"(3(p.0))K(£,3(p.6)) = O(p~*)

Ce noyau polaire est développable en série de Laurent, comme 1’exploite I’article de Guiggiani,
c’est-a-dire qu’il existe deux fonctions angulaires F_; et F_; telles que

F_,(0) L o (6)
p P

ou I’on a enlevé les barres horizontales pour plus de lisibilité ; de sorte que 1’intégrale I’ (x) devienne,
apres soustraction de la singularité et traitement semi-analytique (détaillé dans 1’article de Guiggiani),

) - LGLﬁ(e) {F(p,e) B [F_SZ(B) N F_:)(G)} }dpﬁ—i—LM {F_l(e) log|p(6)| F[gié?)}

ol P(0) est la distance, depuis £, au bord dans la direction 0. Les deux intégrales ci-dessus sont
ainsi régularisées et peuvent étre approchées a 1’aide de quadratures classiques comme celle de Gauss-
Legendre. Les coefficients de Laurent F_; (8) et F_,(8) sont alors les deux quantités clés a calculer pour
intégrer notre noyau singulier. Nous pouvons expliciter trois différentes facons de les calculer :

F(p,G) =




Laplace Hypersingular Integral Error (n_rho = 10, n_theta = 40, maxeval = 5)
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FIGURE 4 — Erreur portant sur I’intégrale élémentaire de 1’opérateur hypersingulier pour 1’équation de Laplace
Au = f sur un élément de référence quadrangulaire, en fonction de la position du point source x sur ce dernier. La
valeur numérique a été comparée a une valeur de référence en forme close connue. La méthode en haut & gauche
est la méthode semi-analytique, celle en bas a gauche est 1’extrapolation de Richardson telle que décrite, celle en
bas a droite est la méthode entierement analytique du papier originel, et enfin la méthode en haut a droite est une
approche hybride entre une factorisation semi-analytique pour F_; et une extrapolation de Richardson pour F_;.

Expansion analytique directe; comme le fait initialement 1’article, il s’agit d’exprimer ces deux coef-
ficients de Laurent en fonction de I’expression du noyau intégral. Probleme : trop spécifique au noyau,
valable uniquement si I’on en connait une expression analytique, et trés lourd a obtenir analytiquement.

Extrapolation de Richardson; c’est une approche générale qui posseéde 1’avantage de fonctionner quel
que soit le noyau, tant que 1’on dispose d’un algorithme d’évaluation de celui-ci pour des valeurs de
p suffisamment petites. Probleme : c’est un procédé purement numérique, et des erreurs significatives
peuvent apparaitre si les valeurs de p évaluées sont trop proches de 0, a cause du caractere numériquement
instable du noyau proche de 0. Cette extrapolation calcule les limites suivantes :

Foa(®) = limp®F(p.0). F1(6) = lim {pF(p.0) 2

Méthode semi-analytique; pour certains noyaux, et notamment ceux de 1’€lasticité qui sont utilisés
dans ce travail, la propriété d’invariance par translation de la fonction de Green leur donne une forme si
particuliere que 1’on peut factoriser a la main leur forme polaire :

F(p,0) 1= p*F(p.0) = Mk(f(p,e>>f<9<p,e>>Np<y<p,e>,

ou 7 = (y—x)/r, et le noyau auxiliaire K, connu analytiquement pour ces noyaux, est la partie réguliere

1 4
dunoyau K, de sorte que K (x,y) = —K(#). Aussi, A(p,0) est le développement paramétrique au premier
-

ordre de (y—x)/p  A(p,6) = DT, (%) - u(6) + Su(8) D, (£)u(B), u(6) = (gg;fg), avec D1, et D1,
la jacobienne et la hessienne de 1’é1ément 1. Cette fonction F est réguliere mathématiquement et stable
numériquement, et le calcul des coefficients de Laurent ne pose plus de difficulté :

Y

F_y(8) = 7(0.,6), F_1<e>=;;f<p,e> 0
.

cette dérivée pouvant étre calculée numériquement par différentiation automatique.

Une comparaison entre ces 3 méthodes est montrée en figure 4.



3 Fonction de pondération pour le calcul des FICs

On sait que (voir des éléments de mécanique de la rupture dans [12]) le développement asymptotique
de Williams des champs mécaniques manifeste une singularité en loi racine du déplacement (et par
conséquent du saut de déplacement) au voisinage du front de fissure :

Vxel, o(x) = VdH-K+0(d), d=d(x,dr)

Ou d est la distance au front, o est
e la seconde variable de repere d’un point
dans I’espace en coordonnées polaires
centrées au front de fissure (voir figure
5); K contient les facteurs d’intensité
des contraintes (FIC) des trois modes
de rupture, dans la terminologie clas-
sique de la mécanique de la rupture :
K= (K; Ky Kp)'. Parconséquent,
ona:

=]

FIGURE 5 — Coordonnées polaires de référence pour le repérage
cinématique le long du front de fissure

K=H""lim ¢(x)//d(x,0r)
=  x—ol—
On voit donc que le FIC est d’autant plus précis que la solution ¢ incorpore convenablement la

singularité en v/d au voisinage du front de fissure. Avec une discrétisation polynomiale de type Lagrange,
les fonctions de formes nodales ne reproduisent pas correctement cette singularité naturellement; une
fonction de pondération w est alors construite numériquement, et définie sur la fissure de sorte que :

wx) ~ /d(x), o(x)=wxw(x), avec w(x)=0(1)

x—0I

Lalgorithme proposé pour la construction d’une telle fonction de pondération procéde comme suit :

Algorithm 1 Construction de la fonction de pondération numérique

Require: point x, tolérance €

Ensure: Distance approchée au front de fissure d(x, 0I") = minyer |[x — y||
1: On trouve I’élément T* le plus proche de x (par un algorithme des k plus proches voisins).
2: On minimise la fonction f : § — ||t*() —x|| : d = min f a la tolérance souhaitée €.
3: return \/E

Ainsi, le FIC s’écrit, pour tout point x du front de fissure JI', K(x) = H _IE(;C), ou Y est devenue
notre nouvelle inconnue du probleme par changement de variable, développée dans une base de fonctions
de forme sur des €léments de frontiere : Y = 22:1 NP(&)wP. Sur la figure 6, on voit I'impact que cette
fonction de pondération a sur la précision de la solution (ici le FIC), pour un maillage fixé contenant 80
éléments rectilignes le long du front.

4 Compression par 7/ —matrices

Idée générale. Un autre aspect trés important de ce travail est la compression des matrices d’influence
résultant de la discrétisation par éléments de frontiere. Pour cela, la méthode des matrices hiérarchiques
est utilisée dans ce travail, aussi appelée H —matrices (selon 1I’ouvrage originel [3]). La nécessité d’une
telle compression provient du caractere dense et non-symétrique définie positive des matrices d’in-
fluence, contrairement a la méthode des éléments finis dans laquelle les matrices sont creuses, symé-
triques et semi-définies positives, bénéficiant ainsi de solveurs spécialisés et performants. Dans la matrice
d’influence, chaque coefficient correspond a une interaction élastique entre deux degrés de liberté (ddl)
du modele. Par extension, chaque bloc correspond a I’ensemble des interactions entre deux clusters de
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FIGURE 6 — FIC (trois modes de rupture) sur le front d’une fissure elliptique de demi-axes 0.2 et 0.1 dans le plan
x —y en milieu infini, soumise 4 un chargement uniforme tridirectionnel F = (1 1 1)

Figure 7 — Vue hiérarchique
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ddls. La décroissance lisse a I’infini des noyaux intégraux (voir annexe A) permet d’approcher les inter-
actions lointaines de facon polynomiale. Algébriquement, cela revient a trouver la correspondance de ces
interactions lointaines comme des sous-blocs matriciels de la matrice d’influence, puis a assembler ces
sous-blocs en minimisant leurs rangs, réduisant ainsi le nombre d’informations algébriques nécessaires
a sa représentation. Une telle représentation d’une matrice hiérarchique est donnée figure 7. Pour cette
compression, une bibliotheque # —matrice développée en Julia par Luiz Faria est utilisée [9].

Approximation de rang faible : algorithme PACA. Comme expliqué dans le paragraphe précédent,
chaque bloc compressible est approché par un bloc de rang plus faible. Il existe plusieurs fagons de
faire des approximations de faible rang, mais celle qui est adoptée ici est ’algorithme PACA (Partially-
pivoted Adaptative Cross Approximation, détaillé dans I’article [4]), dont 1’avantage majeur est de ne
jamais assembler ni stocker la matrice d’influence complete. Cet algorithme construit a I’aveugle chaque
bloc en s’assurant de réduire son rang : chaque bloc peut s’écrire sous la forme B, = > _, akb,{ dont le
rang est r < min(m,n). Il faut ainsi assembler 2r flottants pour le stocker au lieu de m x n (assemblage
et stockage complet).

Gains de performance. L’ assemblage dense d’une matrice BEM cofite environ n”> opérations, alors
que I'utilisation des # — matrices permet de descendre a nlogn, ce qui est non négligeable pour des
modeles a grand nombre de degrés de liberté, comme le montre la figure 8. De méme, ’algorithme de
multiplication matrice-vecteur cofite seulement n_(d_l)kn logn, ou 1M est un parametre de 1’algorithme
PACA, d est la dimension (2 ou 3 en général), et k est le rang maximal visé par I’algorithme de réduction
de rang.
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5 Estimation de durée de vie en fatigue FIGURE 8 — Rapport des temps de calcul

Lien entre durée de vie, FIC et propagation en fatigue. Premiérement, le critére d’Irwin (tres clas-
sique, voir [10]) donne un critére de rupture (quasi-instantanée) en fonction d’une valeur seuil de facteur
d’intensité des contraintes :

La fissure se propage (instantanément) <= K; > K

Ou K est le facteur d’intensité des contraintes en mode I, et Kj. est une valeur seuil, appelée tenacité :
c’est une constante matériau, déterminée expérimentalement; elle caractérise la capacité d’un matériau
a résister a la propagation d’une fissure.

Deuxiemement, la propagation peut se faire autrement qu’instantanément lors d’un chargement en
fatigue : c’est la propagation en fatigue, plus lente, dont le taux d’avancement du front de fissure est
calculé a partir d’une loi de propagation, comme celle, tres utilisée, de la loi de Paris [11] :

da m

N C(AK)

ou C et m sont deux parametres matériau, et AK Stress Intensity Factor evolution
est I’amplitude des FIC calculés au cours du char- OO merical SIF
gement en fatigue en un point du front de fissure. - Theoretical SIF
Ainsi, en démarrant a partir d’'une géométrie ini-
tiale, la fissure propage selon la loi de propagation
jusqu’a I’atteinte de dimensions conduisant au dé-
passement de la tenacité par le FIC : le nombre de
cycles avant une telle rupture est la durée de vie.
Cette propagation est supposée quasi-statique : on

ne tient pas compte d’effets dynamiques.
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Iution du FIC lors d’un chargement en fatigue

d’amplitude 107N sur une fissure initialement el- FIGURE 9 — Evolution du FIC au cours d’un chargement
liptique de demis axes de longeurs 2.00 - 10~ en fatigue. En abscisse le nombre de cycles, et en ordon-
et 1.00- 10~* m. La fissure, apres plusieurs di- née la valeur du FIC en Pay/m. Le FIC a atteint la tenacité

zaines de cycles de fatigue, est un disque de rayon au bout d’environ 70 cycles, causant la rupture du milieu.
364-10-3 m ’ Cette simulation a été faite via la BEM en utilisant une

fonction de pondération numérique.

6 Conclusion

Ce travail propose une méthode BEM accélérée pour I’estimation de durée de vie en fatigue de
structures fissurées 3D, constituant un compromis entre rapidité et précision pour les applications indus-
trielles. Les contributions principales sont : (i) un enrichissement de 1’algorithme de Guiggiani par une
approche semi-analytique pour le traitement stable des intégrales singulieres, (ii) I’incorporation d’une
fonction de pondération pour améliorer la précision des FICs, et (iii) la compression par # -matrices du
systeme d’équations. L’industrialisation de ce travail comprendra I’application du principe de superposi-
tion (dit de Bueckner) des champs mécaniques existant dans une piece industrielle, ainsi qu’un couplage
de notre approche avec les éléments finis (qui prendront en compte des régions non fissurées).



Annexe

A Noyaux intégraux de 1’élasticité - solution fondamentale

Gxy) = m {(3—4V)1+ FIZ(H)C@(H)}v r=|ly=

qui quantifie la réponse €lastique du point y suite a un effort ponctuel au point x. Par ailleurs, u =
E/(2(1+V)) ol E et v sont, respectivement, le module d’Young et le coefficient de Poisson. Enfin, ®
désigne le produit tensoriel de deux vecteurs : (£®v);; = u;v;.

B Opérateurs intégraux de Calderon

Terminologie : 7" est la surface cible et § la surface source. @ est un potentiel de densité. v; est la trace
normale, correspondant a 1’opérateur de traction élastique dans le cas linéaire isotrope :

Niu(x) =t(x) = 2/«1% + Andivu + un x curlu = o(x) - n(x)

Enfin, les notations p.v et f.p renvoient respectivement aux intégrales au sens de la valeur principale de
Cauchy et de la partie finie d’Hadamard. Si les surfaces source et cible sont disjointes, ces intégrales
sont bien entendues a prendre au sens ordinaire, mais sinon, une singularité non intégrable apparait,
nécessitant ces définitions plus rigoureuses. Les potentiels de simple couche, double couche, adjoint au
double couche, et hypersingulier, appliqués a une densité quelconque @ sur une surface cible 7" et évalués
en un point x d’une surface source S, sont alors donnés, respectivement, par :

T
Ss79,(x€S) = f G(x,y)o()dTy, Dsr@,(x) = p-VL (Yl,yG(x,y)) oY)dTy, @, = 9’T

T

T
Dsr @, (x) = p.v L V.G (X, y)9()dTy,  Hsr (x) =fp L i <71,yG(x, y)) ¢(y)dT,
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