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Résumé — Différentes approches basées sur la mécanique des milieux continus permettent de rendre
compte des effets de taille dans les matériaux nanocomposites. Dans cette contribution, nous comparons
les prédictions de simulations numériques intégrant une inclusion équivalente a celles obtenues par une
modélisation complete XFEM « matrice/inclusion/interface cohérente » ainsi qu’a une approche analy-
tique. Les trois approches d’inclusion équivalente considérées sont celles proposées par Duan et al. [7],
Gu et al. [9], et Dormieux et al. [5].

Mots clés — nanocomposite, inclusion équivalente, homogénéisation, élasticité surfacique, effet de
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1 Introduction

En raison de leurs bonnes propriétés multiphysiques (mécanique, thermique, électrique, etc.), géné-
ralement attribuées a la taille des nanorenforts, les nanocomposites trouvent leurs applications dans de
nombreux domaines industriels (aéronautique, automobile, électronique, etc.). Expérimentalement, cet
effet de taille a été observé sur leurs propriétés mécaniques [2]. Pour rendre compte de leur comporte-
ment, des approches tant analytiques [3, 4, 6, 13] que numériques [1, 12, 19], basées sur la représentation
d’une interface cohérente entre matrice et inclusion, ont été développées. Dans ces approches, la conti-
nuité de déplacement a I’interface est assurée tandis qu’un saut de contrainte régi par I’équation de
Young-Laplace généralisée [17] est autorisé. En vue d’utiliser des approches d’homogénéisation clas-
siques congues pour des matériaux composites [8, 11, 16] ne présentant pas d’effet de taille, plusieurs
auteurs [5, 7, 9] ont recours a la notion d’inclusion équivalente. Les propriétés de cette inclusion équiva-
lente rendent compte du comportement de I’ensemble «inclusion / interface cohérente», ainsi que de la
forme (sphéroide de révolution, cylindre ou sphere) et de la taille des inclusions.

Dans cette étude, nous proposons de comparer, par des développements numériques s’appuyant sur
la méthode XFEM des approches a inclusion équivalente a des résultats analytiques et numériques issus
de la littérature. Proposé par Brisard et al. [3, 4], le modele analytique de référence, étend les bornes de
Hashin-Shtrikman au cas des nanocomposites a interface cohérente. Les travaux numériques de référence
[1, 19] utilisent la méthode XFEM pour prendre en compte une interface cohérente dans une stratégie de
modélisation en champ complet.

Dans la premiere partie de ce résumé étendu, nous rappelons la formulation XFEM pour un matériau
biphasé a interface cohérente. La seconde partie présente les hypothéses associées a la détermination des
propriétés d’une inclusion équivalente. La troisieme section porte sur les prédictions et la comparaison
des différentes approches considérées en termes de module de compressibilité effectif. Les résultats en
termes de comparaison des champs mécaniques locaux dans le VER ne sont pas inclus dans ce résumé
et seront présentés lors de la communication orale.



2 Homogénéisation en champ complet d’un matériau biphasé a interface
cohérente par la méthode XFEM/Level Set

2.1 Formulation forte et faible du probleme mécanique

Considérons un corps continu décrit par un domaine borné Q C R? (d = 2 ou 3), délimité par sa
frontiere Q. Ce domaine est constitué de deux phases distinctes : la matrice Q) et I’inclusion Q(!)
séparées par une interface cohérente notée I" (Figure 1). La normale unitaire a cette interface, orientée de
QW vers Q(z), est notée n.

FIGURE 1: Matériau biphasé a interface cohérente
Dans chaque sous-domaine Q) (i = 1,2), les équations d’équilibre s’écrivent :

V.o +b=0 dansQ?, i=1,2 (D

ot o(¥) désigne le tenseur des contraintes de Cauchy et b le vecteur des forces volumiques.
Des conditions de Dirichlet et de Neumann sont appliquées a la frontiere 0Q :

u=1u suroQ,, o-i=F surdQp, )

avec n la normale unitaire extérieure a 0Q.
L’équilibre de I’interface est, quant a lui, régi par I’équation de Young—Laplace généralisée [17] :

Vi-os+[o] - n=0 surl, 3)

ol o représente le tenseur des contraintes surfaciques sur I', et ot V(-) désigne I’opérateur de diver-
gence surfacique défini par :
Vi()=V():P, P=I-n®n. “)

Sur Iinterface I', le déplacement est supposé continu [u] = 0 et le champ de déformations satisfaisant
la relation d’Hadamard :
[e]=a®@n+n®a, surT' acR?, 3)

Les comportements supposés €élastiques de 1’inclusion 1, de la matrice 2 et de I’interface sont régis
par: . ‘ ‘ ‘
o = el dans Q(’), i=1,2;, o,=Cs:essurl, (6)

C et C, représentent respectivement les tenseurs d’élasticité de la phase i et de I'interface I".
En considérant des comportements isotropes et linéaires, les équations (6) s’écrivent :

o) = Zyis(i) + A tr(s(i)) I, o,=2ue;+Atr(eg)], @)

ol A;, u;, Ag et s sont les constantes de Lamé respectivement volumiques et surfaciques.

En combinant les équations d’équilibre, les conditions aux limites et les lois de comportement, on
obtient la formulation faible suivante :

Véu / e(du): C: s(u)dQ+/Pe(5u)P:(Cs:Pe(u)PdF:/ Su-bdQ+ Su-Fdr. (8)
Q\I r o\l 0QF
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2.2 Discrétisation du probleme par la méthode XFEM/Level Set

La méthode XFEM/Level Set permet de modéliser des discontinuités a travers une interface sans la
mailler explicitement. Pour cela, elle s’appuie sur une approximation enrichie des champs de déplace-
ment, telle que proposée par Moés et al. [14, 15] :

n m

u'(x) = Y Ni(x)ui+ Y, N(x)w(x)a;,  y(x) = i |9l Ni(x) —

i=1 j=1

Y oNi(x)|.

i=1

©)

ou u; et a; notent les degrés de liberté, respectivement, standards et enrichis. Les ¢; correspondent aux
valeurs nodales de la distance signée a I’interface notée 0(x).
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FIGURE 2: Exemples de figures illustrant la géométrie et le maillage XFEM du matériau.
Pour une inclusion sphérique (Figure 2a), ¢(x) s’écrit :

0x) =[x —xc|| —re, xeQWUQ®, (10)

ou x, et r, désignent respectivement le centre et le rayon de I’inclusion. L’interface correspond a la ligne
de niveau zéro de la fonction ¢(x).

L’interface n’étant pas discrétisée explicitement, le tenseur de déformation surfacique & est obtenu
par projection de la déformation (volumique) de la matrice ou de I’inclusion sur I’interface I" via le
projecteur P. La discrétisation du tenseur de déformation surfacique € est ainsi évaluée a partir de la
forme discrete ¢” de la fonction ¢ donnée par :

hX_n i(X)0;, avec o, =0(x;)e XZM
¢ ( )_lzzljvz( )¢h o ¢( z) tn( ) ||V(I)h(x)”

Le systéme discret associé a la formulation faible (8) s’écrit :

QY

(K+K)U= / N'bydQ + /a N’Fydl', K= / B” CBydQ, avec K, = / B"M” C;MBydr,
Q Qp Q r

(12)
ot U = [u,a]” désigne le vecteur des inconnues nodales, M tel que & = Mg, Y= 1 pour un probléme en
déformation plane et y = 27r pour un probléme axisymétrique.

La Figure 2b illustre le maillage du VER d’un matériau a inclusion sphérique pour un cas axisymé-
trique.



3 Mise en ceuvre de ’inclusion équivalente

Nous présentons trois approches issues de la littérature pour la détermination du comportement d’une
inclusion équivalente (inclusion sphérique + interface cohérente) (Figure 3) : Duan et al. [7], Gu et al.
[9] et Dormieux et al. [5].

interface cohérente I

inclusion équivalente

a) b)

FIGURE 3: a) Inclusion avec interface cohérente, b) inclusion équivalente

Duan et al.[7] et Gu et al. [9] déterminent les propriétés élastiques de 1’inclusion équivalente en
s’appuyant sur un principe d’équivalence d’énergie pour une inclusion immergée dans un milieu infini
(schéma dilué [8]). Dormieux et al. [5], quant & eux, proposent une formulation reposant sur 1’équation
de Lippmann-Schwinger pour déterminer les propriétés élastiques de I’inclusion équivalente.

Pour ces trois approches, dans le cas d’une inclusion sphérique, le module de compressibilité de
I’inclusion équivalente est donné par :

4K
Keq:Kl“‘TR‘a Ks:xs“‘,us' (13)
ou k] note le module de compressibilité de 1’inclusion et R son rayon.
L’évolution du module de compressibilité équivalent en fonction du rayon R est présentée dans la Fi-
gure 4a.
Toutefois, reposant sur des hypotheses différentes, les trois approches ne fournissent pas le méme
module de cisaillement équivalent :
— Duan et al. 2007 [7]
P
Duan __
Heg =N 87— 10v)) (3% + 11y)

ou P, N, x,, u, sont des fonctions de uy, uz, V1, s et As (u;, V; notent, comme classiquement, le
module de cisaillement et le coefficient de Poisson de la phase i = 1,2).
— Guetal.2013[9]

(14)

Ay 1 2 (ks—ps) f:
_ R 4 2 5 + 0]

Gu
Heqg = M1 e 2 (ks—pty) g 5 (15)
ou les fonctions fi, f5, g4, g5 et ® dépendent de Ky, u; et uy.
— Dormieux et al. 2016 [5]
i 6us + K
‘u]e)qormleux = + SSR S ) (16)

Considérons les propriétés de I’inclusion et de I’interface fournies dans le tableau 1, la Figure 4b
illustre I’évolution du module de cisaillement équivalent pour les trois approches considérées en fonction
du rayon de I’inclusion (R) et a fraction volumique constante.



10

= == Duan et al. 2007 — Cas A === Duan et al. 2007
% === Dormieux et al. 2016 n"f === Dormieux et al. 2016
= 8+ —&— Guetal. 2013 g 4 —&—Gu et al. 2013
2 =
c
- o}
2 6r ©
=1 ©
g £
8 ar Cas A 3
5 5
wn
o 2 E B
g g
S o s — S -
()] ©
© L]
2 =l
S -2 5 -
'8 o
= Cas B =
4 ‘ | | | " | | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Rayon(nm) Rayon(nm)
(a) Module de compressibilité équivalent (b) Module de cisaillement équivalent

FIGURE 4: Modules équivalents : (a) module de compressibilité, (b) module de cisaillement, en fonction
de R.

On observe sur la figure 4b que les trois approches, bien que fournissant des valeurs différentes du
module de cisaillement, rendent toutes compte d’'un méme effet de taille.

4 Comparaison des approches par inclusion équivalente

Dans la suite, nous considérons un probléeme axisymétrique, correspondant a une inclusion sphérique

de rayon R plongée dans une matrice élastique. Nous considérons deux types de modeles (Figure 5) :

— un VER constitué d’une inclusion équivalente de module d’élasticité¢ C,, et d’'une matrice de
module d’élasticité C, séparées par une interface parfaite ;

— un VER constitué d’une inclusion de module d’élasticité C; et d’une matrice de module d’élasti-
cité C, séparées, dans ce cas, par une interface imparfaite de propriétés élastiques A, et u;. Cette
derniere, introduisant moins d’hypotheses, sera considérée comme référence.

L’objectif est d’évaluer I’effet de taille des inclusions. L’étude est réalisée pour des rayons R compris
entre 1 et 50 nm, la fraction volumique f est maintenue constante a f = 0.2. Les résultats sont également
comparés aux estimations analytiques fournies par Brisard et al. [3, 4].

u(z) = ep.x u(x) = €o.x

Interface parfaite Interface imparfaite T’

/ o0
C, Co

Q® Q>

Inclusion équivalente

(a) (b)

FIGURE 5: a) Matériau a inclusion équivalente, b) Matériau a interface cohérente.

Pour un matériau a inclusion sphérique et pour les propriétés données dans le tableau 1, les résultats
en termes de modules de compressibilité et de cisaillement effectifs sont représentés dans les Figures (6,
7).



Pour faciliter la lecture, nous introduisons les notations suivantes :
— XFEM-NIC : Nanocomposite "matrice/Inclusion/interface Cohérente",
— XFEM-NIE : Nanocomposite "matrice/Inclusion Equivalente",
— XFEM-NIE-Dormieux, XFEM-NIE-Duan et XFEM-NIE—Gu : modeles XFEM-NIE associés
respectivement aux formulations de [5, 7, 9].
Les conditions de simulation, les parametres matériaux de la matrice et de 1’inclusion ainsi que les
propriétés surfaciques issues de Miller et Shenoy [18] sont résumés dans le tableau 1.

TABLE 1: Propriétés des matériaux, de I’interface et caractéristiques du modele éléments finis.

Matériau Parametres NIC Parametres NIE
Matrice Cy(E, =70GPa, v, =0.32) Cy(E, =70GPa, v, =0.32)
Inclusion Cl(El, B:El/EQZO.l, Vi :032) (Ceq(Eh B:EI/E2:O.1, Vi :032, 7\,5, Us, R)
Interface As, Us, R As=u; =0

chargements : €,, = €., = 0.5 (hydrostatique), €, = —€,, = 0.5 (déviatorique), f = 0.2

Propriétés surfaciques (Miller et Shenoy [18]) Maillage et domaine
Cas | Ay (N/m) | u; (N/m) Maillage | 40 x 40 noeuds
A 6.842 -0.375 Elément | Triangulaire a 3 nceuds
B 3.489 -6.218

Les modules de compressibilité effectifs (Figure 6) obtenus par les approches XFEM—NIE coincident
entre eux et sont identiques a celui fourni par I’approche XFEM-NIC. En revanche, ces estimations du
module de compressibilité effectif restent supérieures a celle issue de 1’approche analytique proposée par
Brisard et al. [3].

De méme, les modules de cisaillement effectifs (Figure 7) obtenus par les différentes approches
XFEM-NIE sont tres proches les uns des autres et pratiquement confondus avec ceux obtenus par 1’ap-
proche XFEM-NIC. On observe toutefois que ces estimations numériques demeurent légérement su-
périeures aux modules de cisaillement effectifs prédits par les approches analytiques correspondantes
[5,7,9].
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FIGURE 6: Module de compressibilité effectif normalisé par K, en fonction de R.
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FIGURE 7: Module de cisaillement effectif normalisé par u, en fonction de R.

Remarque 1 : Le module de compressibilité effectif obtenu en introduisant les propriétés d’inclu-
sion équivalente dans un schéma de Mori-Tanaka classique est le méme que celui fourni par I’approche
analytique de Brisard et al. [3, 4] considérant explicitement 1’interface cohérente dans I’approche d’ho-
mogénéisation. Pour rappel, ce module effectif est donné par :

3K +4u
3Kz + 4 +3(1 = f)(Keg — K2)
Remarque 2 : En utilisant les parametres donnés dans le Tableau 1, nous avons comparé le module de

cisaillement effectif obtenu par I’introduction des propriétés d’inclusion équivalente proposées par Duan
et al. [7] dans un schéma de Mori—Tanaka a celui fourni par I’approche analytique de Brisard et al. [4].

Keff = K2 + f(Keq — %2) (17)

5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons comparé les modules équivalents donnés par trois approches a inclusion
équivalente différentes. Nous avons également comparé les modules de compressibilité et de cisaillement
effectifs obtenus a partir de ces approches (dénommés XFEM-NIE dans le papier) et les avons confrontés
aux résultats fournis par une modélisation incluant au sein du VER [I’interface cohérente (XFEM-NIC
dans le papier). L’ensemble des modules effectifs obtenus sont en bon accord. On note, en particulier, que
les trois approches a inclusion équivalente XFEM-NIE, bien que fondées sur des hypotheses différentes,
conduisent a des résultats similaires pour le module de compressibilité effectif et a des estimations tres
proches pour le module de cisaillement. Par ailleurs, ces modules effectifs restent supérieurs a ceux
prédits par les approches analytiques correspondantes. Les résultats issus des approches XFEM-NIE
coincident avec celui du modele complet XFEM-NIC pour le module de compressibilité effectif, et s’en
rapprochent pour le module cisaillement effectif. Les études relatives a I’analyse des champs locaux sont
en cours et seront présentées lors de la communication orale.
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