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Résumé — Pour pallier des limitations des méthodes classiques en mécanique du contact, nous pro-
posons la méthode de flexibilité améliorée, fondée sur la construction d’un opérateur linéaire S, reliant
les déplacements et les pressions de contact, reformulant le probleme en Linear Complementarity Pro-
blem (LCP) résolu par des algorithmes dédiés. Nous explorons la construction la plus efficace de S, par
éléments finis et éléments de frontiere; comme S, est dense par construction, nous en calculons une
approximation en matrices hiérarchiques (4 -matrices) réduisant ainsi temps de calcul et coiits mémoire.
Mots clés — mécanique du contact, méthode de flexibilité, Linear Complementarity Problem (LCP),
matrices hiérarchiques, éléments de frontiere, éléments finis.

1 Contact unilatéral sans frottement : formulation et limites des approches
classiques

Les premieres solutions analytiques du contact mécanique remontent a Boussinesq [1], pour une
force ponctuelle sur un demi—espace élastique, et a Hertz [2], pour le contact entre deux surfaces lo-
calement quadratiques. Ces modeles, bien que fondamentaux, reposent sur des hypotheses restrictives
(géométries simples, linéarité, petites déformations). Le cadre général a été posé par Fichera [3] et Mo-
reau, fondant la théorie moderne du contact unilatéral.

1.1 Formulation forte

Soit un corps élastique linéaire occupant Q C R? (d = 2,3) de frontiere réguliere I' = T", U, LIT,.
L’équilibre s’écrit :

V-o+ f =0dans Q, u =1 sur [, o-n=tsurl}.

Sur la surface potentielle de contact I';, on décompose la traction en une partie normale et une partie tan-
gentielle t = o -n = 6, -n+ o,. En notant g(u) = u-n+ go le gap, les conditions de Signorini-Moreau,
qui assurent qu’aucune inter—pénétration ni adhésion ni cisaillement ne se produisent sur I';, s’écrivent :

g(u) 2 07 Gn(u) S 07 g(u)cn(u) - 07 o = 0. (1)

1.2 Formulation faible et inéquation variationnelle
On définit
V={velH(Q)|v=asurl,}, Vo={ve[H' Q)Y |v=0surT,},
et I’ensemble convexe admissible
K={veV|g(v)>0surl.}.

Pour tout déplacement admissible v,u € K, on a v —u € V(. En multipliant 1’équilibre par ce déplace-
ment virtuel v — w et en intégrant sur 2, on obtient une inéquation variationnelle :

/U(u):s(v—u)dQZ/f-(v—u),dQ—|— t-(v—u)dr, Vv ekK. (2)
Q Q I



Cette inéquation variationnelle satisfait les conditions du théoreme de Stampacchia ( 4], [5]), qui ga-
rantit I’existence, I’unicité et la stabilité de la solution u € K. Le probléme de contact unilatéral est donc
bien posé au sens d’Hadamard.

1.3 Approches classiques et leurs limites

Les méthodes numériques classiques du contact unilatéral incluent la pénalisation, les multiplica-
teurs de Lagrange, le Lagrangien augmenté et les approches FFT-BEM. La pénalisation [[6] remplace
I'inégalité {g(u) > 0,0, < 0,6,¢ = 0} par une loi réguliarisée 6,(u) = —&(g(u))_, simple et peu in-
trusive, mais dont la performance dépend fortement du parameétre de pénalité a ajuster : une valeur trop
faible induit une interpénétration non physique, tandis qu’une valeur trop élevée dégrade séverement le
conditionnement du probleme. Les multiplicateurs de Lagrange [[7]], [8] imposent la non-pénétration de
facon exacte, mais au prix d’une forte intrusivité : introduction d’inconnues supplémentaires, systeme
point-selle et choix d’espaces discrets satisfaisant une condition inf—sup, ce qui complique I’intégra-
tion dans des codes éléments finis industriels. Le Lagrangien augmenté [9]] atténue certaines difficultés
de convergence, mais conserve les inconnues duales et introduit des parametres supplémentaires ainsi
qu’un surcolt algorithmique. Enfin, les méthodes FFT-BEM offrent une excellente efficacité pour le
demi—espace homogene grace a une formulation convolutionnelle accélérée en O(NlogN), mais restent
limitées aux géométries planes/périodiques et a des hypotheses matérielles restrictives.

Ces limites, en particulier le réglage délicat de la pénalisation et I'intrusivité des multiplicateurs,
motivent le recours a une approche plus modulaire fondée sur un opérateur de flexibilité S..

2 Meéthode de flexibilité non intrusive

2.1 Principe général

Inspirée de 1’idée introduite par Zienkiewicz et Francavilla [[10], 1a méthode de flexibilité repose sur la
construction d’un opérateur reliant les déplacements de contact aux efforts normaux sur I'... Cet opérateur
correspond a la restriction de ’opérateur de Neumann-to-Dirichlet (ou opérateur de Steklov—Poincaré)
a la zone de contact potentiel.

En petites déformations et pour un matériau linéaire, la relation entre la trace normale du vecteur de
déplacements w et le vecteur de traction normale £. sur la zone de contact potentielle s’écrit :

U, = S.t.,
ou S, est la matrice de flexibilité de contact. Le champ de gap résultant est alors :
g = Sctc+go,
et les conditions de Signorini-Moreau deviennent un probleme de complémentarité linéaire (LCP) :
g=Scte+go, 9>0, t.>0, g't.=0.

Ce systeme peut étre résolu par des algorithmes spécialisés tels que le gradient conjugué contraint
(CCG), Ialgorithme de Lemke ou le PSOR [11]. Les efforts de contact obtenus de cette maniere sont
intégrés dans le probleme variationnel en tant que conditions de Neumann, désormais formulées pour
ucV:

/a(u):s(v)dQ:/f-v,dQ+/ f-'udF—i—/ t.vdl, Yv e V,. 3)
Q Q I Ie

Cette méthode présente 1’avantage d’étre non intrusive : la matrice S, peut étre extraite d’un modele
éléments finis ou éléments de frontiere. Son principal inconvénient réside dans le caractere plein de S, :
pour N, degrés de liberté sur la surface de contact potentielle, le stockage et les calculs sont en O(N2).
Pour surmonter cette compléxité algorithmique, nous exploitons la structure a faible rang des interactions
lointaines et adoptons une compression hiérarchique (#{-matrices) réduisant les coiits a2 O(N,logN,).

Le schéma de la figure |I|en illustre les étapes principales : (1) construction de S, a partir du modele
mécanique, (2) compression hiérarchique, (3) résolution du LCP, et (4) résolution du probleme méca-
nique avec des efforts de contact trouvés.
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FIGURE 1 — Prinicipe méthode de flexibilité

Cette approche est mise en ceuvre dans un code de recherche en cours de développement, dont I’in-
terface utilisateur est implémentée en Python et le cceur de calcul en C++ qui sera distribué sous une
licence libre.

2.2 Construction de I’opérateur S,

L’élément central de la méthode de flexibilité est la matrice S,, reliant les déplacements de contact
aux pressions normales appliquées sur I';. Elle peut étre construite (entre autres) de trois manieres selon
le modele sous-jacent : par complément de Schur de 1’opérateur des éléments finis K, par échantillon-
nage direct a 1I’aide d’un solveur éléments finis, ou via la méthode des éléments de frontiere (BEM), les
trois voies sont explorées dans ce projets.

2.2.1 Complément de Schur (FEM)

Dans le cadre éléments finis, la matrice de raideur K est partitionnée entre degrés de liberté intérieurs
{i} et ceux de la surface de contact {c} :

Ki Kic\ (wi\ (/i
K. K Uc Je
L’élimination de u; conduit a la relation condensée :
’ ’ 1 —1
Ue = Scfm Sc = (ch *KciK,'i Kic) .
/! . PN . , . 4 . .
S, correspond ainsi a la compliance condensée sur la zone de contact, intégrant I’influence du domaine
intérieur via K;l. En pratique, on profite du caractere SPD de K et on calcule les inverses avec des

décompositions de Cholesky. Le passage de S’ a I’opérateur S, introduit précédemment se fait alors en
utilisant la matrice de couplage appropriée entre les tractions t. et les forces f. sur ..

2.2.2 Echantillonnage direct (FEM)

Une méthode plus simple consiste a appliquer successivement une force unitaire sur chaque degré de
liberté du contact et a mesurer la réponse :

Sé:[u(l) u? . u(NC')],

ot u!) est un vecteur-colonne représentant les déplacements des noeuds de la surface de contact poten-
tielle dis 2 une charge unitaire f() appliquée au nceud i. Chaque colonne de S! s’obtient en résolvant
Ku = f, mais K n’est factorisée qu’une seule fois, lors de la premiere itération.

2.2.3 Formulation intégrale de frontiére (BEM)

La BEM est basée sur une reformulation du probléme en une équation intégrale de frontiere. Pour les
problémes élastostatiques, I’identité de Somigliana [[12] relie les traces des déplacements et des tractions :

c@)u(@)+ [ Hy(@y)uw)dly) = [ Gyla.)t(w)dr(),



ou G;; et H;; sont les solutions fondamentales de Kelvin (singuleres) associées aux déplacements et aux
tractions, respectivement. Apres discrétisation, la forme matricielle est :

Hu=Gt.

On partitionne les vecteurs w,t suivant la frontiere associée I' = I', UI; LT, (Dirichlet, Neumann,
contact) et les matrices correspondantes :

H, Hy, Hy Gu Gu Gy Uy Iy
H=|Hy, H; He]|, G=|Gu Gu Gi ], u=\u], t=|f
H., H; H. Gew Ge o Gee Uc I

Pour construire 1’ opérateur de flexibilité sur la zone de contact, on se place dans le cadre standard de
la méthode de flexibilité : u, est prescrit sur I', #; est prescrit sur I';, et I’on cherche la relation linéaire
entre 7. et u.. En particulier, pour définir S, comme opérateur de Neumann—Dirichlet restreint a I';, on
considere les données homogenes u,, = 0 et f, = 0, et une traction imposée .. Le systéme discret s’écrit
alors :

Hy Hy,e -Gy Uy Gue

H; H,. -Gy uc | = | Gie | tey

Hct Hcc _ch tu Gcc
——

A B
d’ou
ue = S, te, S.=TI.A"'BII/,

ou I, désigne I’ opérateur d’extraction du sous-vecteur associé aux degrés de liberté de I';.. Cette construc-
tion fournit directement S, a partir des matrices BEM globales H et G.

Cette formulation présente un avantage de taille : elle réduit la dimension du probleme (3D — 2D).
Mais, nécessite tout de méme un soin particulier pour évaluer numériquement de facon précise les inté-
grales singulieres de 1’indentité de Somigliana.

2.3 Accélération et compression par matrices hiérarchiques

L opérateur de flexibilité S. est dense : chaque nceud interagit avec tous les autres. Pour N. = 107,
il requiert plus de 80 Go de mémoire et plusieurs heures pour un seul produit matrice—vecteur. Les
interactions entre régions éloignées étant faiblement corrélées, elles peuvent &tre approximés par des
blocs de faible rang.

Le principe des A -matrices ([13]], [14]) consiste d’abord a regrouper récursivement les degrés de li-
berté en clusters, par exemple a I’aide d’un découpage géométrique de type PCA [15]], jusqu’a une taille
minimale nje.¢. Cette étape définit un cluster tree. On construit ensuite un block cluster tree, correspon-
dant au produit cartésien de 1’arbre par lui-méme, afin d’organiser la matrice en blocs hiérarchiques. Une
condition d’admissibilité permet d’identifier a priori les blocs susceptibles d’étre de faible rang : deux
clusters ¢ et s forment un bloc admissible (i.e faible rang) si :

max(diam(z), diam(s)) < ndist(z,s), n >0,

ol diam(-) désigne le diametre géométrique d’un cluster (par exemple celui de sa boite englobante) et
dist(z,s) la distance minimale entre les boites englobantes associées. Les blocs proches sont stockés sous
forme dense, tandis que les blocs admissibles sont approximés par une factorisation de faible rang :

Ay = UV,! Uys € RIPK v, e RFXF k< min(|e],]s]).

ts 7

Cette structure hiérarchique ramene le stockage et le colit d’un produit matrice-vecteur a une complexité
quasi-linéaire, typiquement de 1’ordre de O(N,klogN,).

Pour construire ces approximations, on utilise 1’Approximation Croisée Adaptative (ACA) avec pi-
votage partiel, qui sélectionne itérativement un pivot a partir d’une ligne (ou colonne) courante, sans
nécessiter ’acces a I’intégralité du bloc A,,. Cette stratégie préserve I'intérét de I’ACA en évitant I’as-
semblage complet de la matrice.



Algorithm 1 ACA avec pivotage partiel d’un bloc Ay

1: Choisir iy €, R < A

2: fork=1,2,... do

3: Jk 4+ argmax jeg [R;, j|

4: U R%jk’ Vi < Rik#/Rikjk
5: R+ R— ukva

6: ik 1 < argmax;e, | (ug )|

7. if |R|/|As] < eaca then

8

: arréter
9: end if
10: end for

11: Retourner A, ~ UV T

En pratique, pour N, = 10° et un rang moyen k = 40 pour une tolérance typique €aca € [1074, 10*6],
le stockage passe de 80 Go a moins d’1 Go, et le produit S.x s’effectue en quelques secondes. Les # -
matrices constituent ainsi le cceur de 1’accélération de notre approche, rendant la méthode de flexibilité
scalable pour des problemes de contact de grande taille sans perte notable de précision.

3 Résultats numériques et analyse

3.1 Comparaison Schur et échantillonnage

Nous étudions ici la performance de la construction de la matrice de flexibilité S. dans un cadre
éléments finis sous FEniCSx, en comparant (i) la condensation par complément de Schur et (ii) I’échan-
tillonnage direct. Le cas test correspond a un cube unitaire, avec une condition de Dirichlet imposée
sur z = 0. La surface de contact potentielle I', est la face supérieure z = 1. Dans la suite, le nombre de
ddls reporté sur I’axe des abscisses désigne N, [2 le nombre de degrés de liberté associés a I'. (pour la
composante normale considérée); le nombre total de ddls volumique est plus élevé, mais n’intervient
qu’indirectement via la résolution des systemes EF.

En termes de précision, les opérateurs S, obtenus par Schur et par échantillonnage coincident a une
tolérance numérique trés stricte (écart relatif < 107! en norme L? sur ce cas = précision machine). La
figure [2| montre que les deux approches présentent un cofit de construction en O(N?), attendu puisque
chaque colonne de S, requiert une résolution et que 1’on en calcule N,.

Nous distinguons deux variantes pour le complément de Schur : une version directe basée sur une
factorisation (LU/Cholesky) et une version itérative (GMRES). Sur ce test, I’échantillonnage direct et
le Schur avec solveur direct affichent des performances tres proches, 1’échantillonnage étant 1égerement
plus favorable aux plus grands N,. A I'inverse, le Schur itératif est plus coiiteux dans la gamme de tailles
considérée, ce qui en fait une option moins compétitive ici. Ces résultats motivent 1’utilisation prioritaire
d’une stratégie directe (Schur ou échantillonnage) avant 1’étape de compression hiérarchique.

3.2 Accélération pour les problemes axisymétriques

Dans le cas particulier des géométries axisymétriques, la structure de symétrie peut étre exploitée
pour réduire drastiquement le cofit de construction de la matrice de flexibilité S..

En effet, les points de contact situés a une méme distance radiale r présentent une réponse mécanique
identique a une rotation pres. Ainsi, il suffit de calculer la réponse pour un segment radial représentatif et
de reconstruire les autres colonnes de S par permutation circulaire. Cette approche ramene la complexité
de la construction de S. de O(N?) a une complexité quasi-linéaire O(N,).

L application de cette méthode a un anneau cylindrique élastique (souvent rencontré dans les appli-
cations industrielles) montre ce gain de temps CPU, sans perte de précision. La figure [3(b) illustre ce
gain en temps de calcul.



=@~ Direct Sampling
== Schur Compl. Direct (LU)
102 4 =%= Schur Compl. Iterative (GMRES)

101 m

10° 4

CPU Time (s)

10°1 4

1072 4

10? 10°
Degrees of Freedom (DoFs)

FIGURE 2 — Temps CPU de construction de S, en fonction de N.. Comparaison échantillonnage direct
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FIGURE 3 — (a) Zone de contact discrétisée. (b) Construction accélérée de S, par symétrie pour un
contact axisymétrique.

3.3 Validation numérique : probleme de Hertz

Afin de valider la cohérence de la méthode, un test classique de la littérature a été reproduit : le
probleme de Hertz de contact entre un indenteur sphérique rigide et un démi-espace élastique isotrope.

Pour un indenteur de rayon R = 100 mm comprimant une surface élastique (cube 40 x 40 x 20 mm)
de module effectif E* = 1.09 GPa d’une profondeur § = 0.08 mm, la théorie de Hertz prédit :

r2 2E* a
a=VRS, p(r)=po\[1-—. po="_"—%.

ol a est le rayon de la zone de contact et p(r) la pression de contact.

Formulé comme un probléme auxiliaire, notre algorithme, appliqué avec la matrice S, obtenue par
échantillonnage dans FEniCSx, converge vers la pression analytique (cf. figure [5) : le profil de pression
s’approche de la solution de Hertz a mesure que le maillage est raffiné. Cette convergence vers la solution
analytique valide a la fois la précision de la matrice de flexibilité S, et la robustesse du solveur CCG.
Ainsi, avec cette approche il est possible de résoudre des problemes de contact tridimensionnels avec une
précision équivalente aux formulations classiques, tout en conservant une structure modulaire et scalable.
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FIGURE 5 - (a,c) — champ de la pression de contact, (b,d) — champ de I’erreur L2 relative (normalisée
par la pression moyenne de Hertz), les résultats sont présentés pour un maillage grossier hg (a,c) et le
maillage le plus fin iy (c,d).

Conclusion

Nous avons développé une stratégie non intrusive pour le contact unilatéral de Signorini, basée sur la
méthode de flexibilité et la résolution d’un LCP via I’opérateur de contact S,. Trois voies de construction
de S, ont été étudiées : complément de Schur FEM, échantillonnage direct sous FEniCSx et une formula-
tion BEM, actuellement en cours de finalisation. Combinée a la compression en # -matrices, 1’approche
ouvre la voie 2 des simulations 3D a grande échelle tout en préservant I’architecture EF existante. A
terme, nous visons 1’extension au contact déformable—déformable, a 1’introduction du frottement et a
I’interfacage avec des codes ouverts tels que FEniCSx, MFEM, MOFEM, A-set et Code_Aster.
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