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Résumé — Cet article présente une analyse comparative entre la théorie du transfert radiatif (TTR) et
I’équation des ondes (EO) pour la caractérisation non destructive de cylindres composites ciment-verre.
Le matériau étudié est constitué d’une matrice de ciment contenant 40% de billes de verre de 4 mm de
diametre. La TTR, dérivée asymptotiquement a partir de I’EO dans le régime de couplage faible, permet
de modéliser le transport de densité d’énergie dans ces milieux hétérogenes. Les solutions de référence
sont obtenues par la Méthode des Eléments Spectraux (SEM) avec homogénéisation préalable, tandis
que la TTR est résolue par une méthode de Monte-Carlo. Les résultats montrent la capacité de la TTR a
reproduire la propagation de I’énergie acoustique dans ce type de milieu fortement diffusif, ouvrant des
perspectives pour le controle non destructif et ’identification de parametres.

Mots clés — Transfert radiatif, éléments spectraux, milieux hétérogénes, controle non destructif.

1 Introduction

Dans les milieux non bornés, 1’équation des ondes (EO) décrit 1’évolution du champ de pression
p(t,x):
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ol p(x) et k(x) sont respectivement la densité et le module de compressibilité du milieu hétérogene.
Dans les milieux faiblement et rapidement fluctuants (régime de couplage faible), une grande partie
de I’énergie est diffusée, rendant impossible une homogénéisation par la EO. L’équation de transfert
radiatif (TTR) modélise alors le transport de la densité d’énergie a(r,x,K) :
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avec ¢ la célérité moyenne, G la section efficace différentielle de diffusion, et X la section efficace totale.
En partant d’une EO avec parametres fluctuants (kK + \/ek(x/€) et p + /€p(x/€)), un calcul asymp-
totique formel permet d’obtenir la TTR, ou ¢ = /K/p, :

) N o 2(k-K) « o Re(k—K ) .y
Sk K) — Ro(k—K) +<Kp)R,,K<k—k>+(Kz) 8(c|kll —clK'l), (3)

ne?[[k|[* [ (k-K')?
2 p?

avec Rp, EPK, et Ry les densités spectrales des fluctuations aléatoires, et ¥ = | odk.

Initialement développée pour modéliser le transport lumineux dans I’atmosphere [[1]], 1a théorie du
transfert radiatif s’applique désormais a divers domaines : neutronique [2]], éclairage numérique [3]], ou
modélisation de la coda sismique [4]. Bien que la TTR soit rigoureusement valide uniquement a la li-
mite asymptotique, elle fournit en pratique une approximation raisonnable méme pour des valeurs finies
du petit parametre (rapport longueur d’onde/distance). Plusieurs études numériques ont exploré son do-
maine de validité [5} 16, 7], couvrant différents cas (acoustique/élastique, 2D/3D) et méthodes numériques
(différences/éléments finis, spectral) pour de petites fluctuations (maximum de 10%). L’ objectif de cet
article est d’analyser le TTR pour un cylindre composé d’un mélange de billes de verre dans une matrice
de ciment, ainsi que d’effectuer une comparaison avec un modele d’équation d’onde.



2 Modéele numérique

2.1 SEM

Pour obtenir des solutions de référence de 1’équation d’onde (EO), une implémentation parallele
haute performance de la Méthode des Eléments Spectraux (SEM) est utilisée. Cette implémentation, dé-
crite dans et disponible surEI, utilise un schéma de Newmark décalé en temps vitesse-contrainte du
second ordre [9] pour I’intégration temporelle, des Couches Parfaitement Adaptées (PML) pour absor-
ber les ondes sortantes [10]], et un module pour générer des réalisations de champs aléatoires pour les
paramétres mécaniques [11]. La SEM, une méthode de la famille des Eléments Finis, repose sur une
formulation faible de 1’équation (IJ), utilisant des nceuds de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) pour les po-
lyndmes de Lagrange, ces mémes nceuds et poids GLL pour la quadrature numérique, et des éléments
hexaédriques. Cela résulte en une matrice de masse diagonale, rendant I’intégration temporelle explicite
tres efficace et réduisant le cofit calculatoire des produits matrice-vecteurs a chaque pas de temps [[12,[13]].
Initialement développée pour la dynamique des fluides [14], la SEM a été adaptée aux études sismolo-
giques pour résoudre 1’équation d’onde 3D dans des milieux hétérogenes 116, [17,[18]). Des éléments
d’analyse et d’estimation d’erreur sont disponibles dans [19].

Le corps d’essai analysé est basé sur un cylindre de rayon 5.5 cm et hauteur 21 cm, composé de
ciment comme matrice et de billes de verre de 4 mm de diametre, avec une fraction volumique de 40%,
produit par la méthodologie décrite en [20, 21]]. Les propriétés du ciment sont caractérisées par les vi-
tesses des ondes P et S, ainsi que par sa densité : v, = 3950 m/s, vy = 2950 m/s et p = 2050 kg/m>. Pour
le verre, les parametres utilisés sont v, = 5800 m/s, vy = 3400 m/s et p = 2450 kg/m?.

Pour la résolution dans le code d’éléments spectraux, un processus d’homogénéisation (a 1’aide du
logiciel HomoFFT, fourni par Y. Capdeville [22] 23]]) a été réalisé au préalable, ce qui évite de devoir
mailler explicitement les spheres a I’intérieur du cylindre.

La figure [I] présente le cylindre ainsi que la composante Ci; du tenseur de comportement homogé-
néisé. Les capteurs sont placés sur le rayon externe (r = 5.5 cm) et espacés de 10 mm en hauteur. Un
tone-burst de fréquence centrale 250 kHz et composé de 5 cycles a été appliqué afin de générer une onde
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FIGURE 1 — Maillage utilisé pour discrétiser I’échantillon cylindrique et composante C;; issue de 1’ho-
mogénéisation.

1. https://github.com/sem3d/SEM
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2.2 Transfert Radiatif

La principale difficulté pour obtenir des solutions approchées de 1’équation de transfert radiatif
(TTR) de I’équation réside dans la dimensionnalité du probleme. La solution a(z,x,k) est a priori
7-dimensionnelle, ce qui rend les méthodes de discrétisation classiques, comme les Méthodes des Dif-
férences Finies et des Eléments Finis, trés coliteuses. Des méthodes alternatives existent, comme la Mé-
thode de Boltzmann sur réseau [24]. Cependant, la méthode de Monte-Carlo (MC) [25], utilisée ici,
est la plus répandue. Ses principaux atouts sont sa simplicité d’implémentation et sa relative indépen-
dance a la dimensionnalité. La méthode MC consiste a interpréter la quantité a évaluer, ici la densité
d’énergie a(t,x,k), comme une fonction de densité de probabilité (aprés normalisation) et son évolution
spatio-temporelle (la TTR de ’équation (2))) comme une équation de Fokker-Planck (ou Kolmogorov).
Concretement, cela revient a sélectionner de petits paquets d’énergie dans la distribution initiale et a les
propager dans 1’espace suivant le vecteur de convection ¢k, tout en les soumettant 2 des événements de
diffusion aléatoires dépendant de 6(x,k,K’), et & suivre leur position x et leur vecteur d’onde k au cours
du temps t. Finalement, des histogrammes des paquets en fonction de (,x,k) peuvent étre construits,
censés converger vers a(z,x,k) lorsque le nombre de paquets discrétisant la distribution initiale aug-
mente. Voir [26] pour les détails théoriques sur la vision probabiliste des équations de transport et la
méthode MC. L'implémentation utilisée est disponiblelﬂ et ce modele numérique a été congu pour étre
identique au modele présenté dans la Sec.2.1]

Nous adoptons la structure de corrélation d’un empilement dense de spheres impenetrables de dia-
metre d et de ratio volumique ¢, telle que développée par Torquato et collaborateurs [27, 28, 29]. Cette
fonction, qui dépend uniquement de ¢ et d, satisfait la condition d’impenetrabilité et présente un décrois-
sement oscillant de type cosinus.

En utilisant la représentation de Meyer de la fonction canonique S,, le modele de corrélation a deux
points peut s’écrire comme :
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ol F~![.] désigne la transformée de Fourier inverse et V5(r) le volume normalisé de I’union de deux
spheres séparées de r :
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et Va(r > d,,) = 8m/3 sinon.

La transformée de Fourier de la fonction indicatrice (k) vaut :
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et la fonction de corrélation directe ¢(k), obtenue via 1’approximation de Percus—Yevick corrigée par
Verlet—Weis [30, 131]], est donnée par :

Malo [4ksin(2k) + (2 — 4k%) cos(2k) — 2]
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avec My, N, A1, Ay et d,, définis comme dans les travaux originaux.
Le modele de corrélation recherché, R (r), lié a la fonction S,(r), s’obtient alors par :

Sa(r) — (1 -mw)?
Mw(l=mw)
Cette normalisation élimine la discontinuité en r = 0, inhérente aux milieux biphasés. Dans I’équa-
tion (3)), pour un coefficient de variation de 7.5 % pour les variables Ry et K’p et un coefficient de O pour
la corrélation croisée RKP, on peut observer la Figure [2| 2 gauche. La condition initiale normalisée est
présentée dans la Figure[2|a droite.

+ 2 [(—2k* + 6k* — 3) cos(2k) + (4K — 6k) sin(2k) + 3] } , (D

R(r) = ®)

2. https://github.com/cottereau/RadiativeTransferMonteCarlo
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FIGURE 2 — Section efficace de diffusion et condition initiale utilisées dans le modele RTT.

3 Comparacao entre SEM e RTT

La Figure [3] montre la densité d’énergie en échelle dB pour RTT et EO. Le temps est présenté sur
I’axe des abscisses et la distance z du cylindre sur ’axe des ordonnées. Podemos ver na esquerda o
resultado do modelo EO e a direita o modelo em RTT.
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FIGURE 3 — Densité d’énergie dans I’espace et le temps

4 Conclusion et travaux futurs

Cette étude a permis de comparer deux approches numériques pour la modélisation de la propagation
d’ondes acoustiques dans un cylindre composite ciment-verre : la résolution directe de I’équation des
ondes par la Méthode des Eléments Spectraux et la théorie du transfert radiatif résolue par Monte-Carlo.
Les résultats présentés dans la Figure [3] démontrent que la TTR parvient a capturer les caractéristiques
principales de la propagation de 1’énergie dans ce milieu fortement hétérogene, malgré les hypotheses
asymptotiques sur lesquelles elle repose.

La TTR présente plusieurs avantages significatifs pour 1’application au contrdle non destructif : elle
permet de traiter des milieux avec des fluctuations importantes (40% de fraction volumique dans notre
cas) tout en conservant un co(it calculatoire raisonnable grace a la méthode de Monte-Carlo. De plus, elle
fournit directement une description de la densité d’énergie, grandeur pertinente pour I’ interprétation des
signaux expérimentaux en présence de forte diffusion.

Plusieurs perspectives se dégagent de ce travail. En premier lieu, il est nécessaire de résoudre le
probleme inverse pour I’identification des coefficients de variation correspondant aux parametres du ma-
tériau étudié, ce qui permettrait une validation plus rigoureuse du modele TTR. Ensuite, une comparaison
avec la densité d’énergie réelle issue de I’EO, plutdt qu’avec I’estimateur p? utilisé actuellement, amélio-
rerait la pertinence de la validation. Enfin, I’extension de cette approche a des géométries plus complexes
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et a des configurations d’essais variées constitue une étape importante pour I’application industrielle de
la méthode au controle non destructif des matériaux composites et bétons.
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