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Résumé — La technique de fabrication additive de fusion laser sur lit de poudre produit des pièces qui
contiennent des défauts dont la taille, la forme et la distribution spatiale lui sont spécifiques. Une voie
pour étudier leur impact sur le comportement de ces pièces consiste à effectuer du calcul directement sur
des images 3D qui seraient acquises lors d’un contrôle par tomographie aux rayons X. Cela nécessite la
mise en place d’une stratégie de calcul haute performance comme celle que nous proposons et qui utilise
une méthode de résolution multigrille sans matrice préconditionnée de manière ad hoc.
Mots clés — multigrille, simulation sur images, fabrication additive, LPBF, défectologie.

1 Introduction

Les techniques de fabrication additive (FA) suscitent un intérêt significatif dans différentes applica-
tions industrielles en raison de leur potentiel d’optimisation des conceptions [14], de réduction des coûts
et de raccourcissement des délais de production. Parmi ces techniques, le procédé de Fusion Laser sur Lit
de Poudre (LPBF) se distingue par sa capacité à produire des composants avec des designs complexes et
des propriétés matériaux satisfaisantes. En particulier, il permet l’obtention de géométries inaccessibles
par les procédés de fabrication traditionnels. Ces caractéristiques sont également pertinentes dans l’in-
dustrie nucléaire, notamment pour les composants internes des réacteurs, qui sont fortement sollicités
dans des espaces très restreints [1].

Malgré ses avantages, ce procédé présente aussi une défectologie particulière. Cette dernière se dis-
tingue par (1) la répartition spatiale spécifique des défauts, fortement corrélée au chemin du laser [5], (2)
la variété de formes et de tailles des défauts en fonction de leur origine (inclusion de gaz, manque de fu-
sion ou keyhole) [13]. Ces particularités suggèrent un fort potentiel d’interaction entre défauts. De plus,
leur impact mécanique doit être justifié dans des structures rendues fines par l’optimisation géométrique.
Ainsi, la validité de l’hypothèse de séparation des échelles pourrait être remise en question dans certaines
configurations, ce qui proscrit l’utilisation de méthodes plus traditionnelles en ruptures ductiles, comme
les modèles GTN [12].

C’est pourquoi, dans ce travail, on préfère une description explicite des populations de défauts. Aussi,
pour s’affranchir de la procédure de maillage et tirer profit d’images de tomographie disponibles sur des
populations de défauts réelles, on propose d’utiliser une méthode de calcul sur image. Pour conserver
une bonne description de la géométrie, ce type de simulations implique un grand nombre de degrés de
liberté. Elles nécessitent donc des méthodes de calcul haute performance (HPC) tant en termes de temps
de calcul que de coût en mémoire. Ainsi, ce travail présente une stratégie multigrille sans matrice pour
des calculs élasto-platiques sans utilisation des variables internes aux niveaux grossiers. Elle est préférée,
à des méthodes FFT par exemple, car elle permet, intrinsèquement, l’application de conditions limites de
bord libre, qui sont d’intérêt pour les structures fines considérées.
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2 Méthode multigrille sans matrice en élasto-plasticité

On considère un domaine Ω soumis à des déplacements imposés uimp sur son contour ∂Ω. En négli-
geant les effets inertiels, résoudre le problème mécanique revient à trouver le déplacement u(x) vérifiant
le principe des puissances virtuelles∫

Ω

σ(u) ∇u∗dΩ =
∫

∂Ω

u∗σ(uimp) ndS (1)

pour tout champ test u∗(x).
Autrement dit, il s’agit de vérifier l’équilibre entre les forces internes f

int
de puissance virtuelle

associée ∫
Ω

σ ∇u∗dΩ (2)

et les forces externes f
ext

de puissance ∫
∂Ω

u∗σ ndS. (3)

La géométrie est décrite par une image tri-dimensionnelle en niveau de gris, discrétisée suivant le
nombre de voxels la constituant. Elle est vue comme un maillage régulier de grille où chaque voxel cor-
respond à un des 8 noeuds d’un élément fini hexaédrique linéaire. Cette structure de maillage assure une
scalabilité quasi-optimale sur architecture massivement parallèle à mémoire distribuée. La microstruc-
ture est prise en compte via les propriétés matériaux définies aux nœuds. Ainsi, la valeur des modules
de compressibilité hydrostatique B et de cisaillement G est interpolée linéairement depuis les nœuds en
fonction de l’intensité du voxel associé : elle correspond à celle du matériau homogène pour un voxel
blanc (255), et à 10−9 fois cette valeur pour un voxel noir (0).

La solution en déplacement est approximée par discrétisation en éléments finis, telle que

uc ≃
8

∑
j=1

ψ jUc
j , (4)

avec ψ j les fonctions de formes et Uc
j la composante c du déplacement au noeud j. Ainsi, l’expression

de la composante c des forces internes au noeud j s’exprime comme

Fc
int = ∑

e
∑
g

wg ∑
m

σcmψ j,m, (5)

avec ψ j,m la j-ème fonction de forme dérivée par rapport à la direction m = {1,2,3} et g l’indice d’un
des 8 points de Gauss de l’élément e.

En élasto-plasticité, le comportement du matériau ne dépend pas linéairement du déplacement. Ainsi,
pour minimiser le résidu d’équilibre

R = Fint −Fext , (6)

on décompose la résolution en appliquant le chargement incrémentalement. À chaque incrément t, on
cherche le déplacement qui minimise le résidu avec un algorithme de Newton. Ainsi, à chaque itération
d’équilibre n, on cherche une correction δU à la solution en déplacement en résolvant le système linéaire

∂R
∂U

δU =−R. (7)

La stratégie de résolution proposée s’appuie sur la méthode multigrille matrix-free proposée par [10]
en élasticité. Ainsi, un solveur itératif Gradient Conjugué Préconditionné (PCG) est utilisé pour résoudre
le système linéaire (7). Cette option est préférée à des solveurs directs puisqu’elle permet d’éviter d’as-
sembler la matrice de rigidité ∂R

∂U du système. Ce qui est critique dans le cas de simulations sur images
de grande dimension.

Un préconditionneur de Jacobi est privilégié. Ainsi, seules les composantes diagonales de la matrice
de rigidité ont besoin d’être assemblées et le calcul d’une relaxation s’effectue degré de liberté par degré
de liberté (DdL-par-DdL).

2



Le solveur Jacobi-PCG n’est pas efficace seul pour corriger les erreurs basse fréquence. C’est pour-
quoi, il est couplé avec une méthode multigrille (MG). La méthode MG tire profit du maillage de grille
régulière généré par l’image. Le principe est d’effectuer un faible nombre de relaxations coûteuses sur la
grille fine puis de corriger la solution obtenue avec des calculs plus abordables sur des grilles grossières
homogénéisées. De plus, les erreurs basse fréquence sur la grille fine se transforment en des erreurs haute
fréquence sur les grilles grossières. Alors, elles peuvent être éliminées efficacement par le PCG.

Les propriétés matériaux des grilles grossières αH ne sont pas connues a priori. Elles doivent être
évaluées à partir des propriétés matériaux de la grille fine avec pour objectif d’assurer une bonne conver-
gence du solveur MG. À nouveau, on suit la stratégie proposée par [9] qui utilise les bornes de Voigt αHV

et Reuss αHR (VR) puisqu’elles peuvent être calculées récursivement d’une grille plus fine à plus gros-
sière. Plus précisément, les propriétés matériaux des grilles grossières sont calculées comme la moyenne
des moyennes arithmétiques et géométriques des bornes de VR des propriétés matériaux des grilles fines

α
H =

1
2

(
1
2
(αHR +α

HV )+
√

αHR ·αHV

)
. (8)

Ce choix garantit que les propriétés matériaux des niveaux grossiers se trouvent entre les bornes phy-
siques de VR tout en assurant une bonne performance du solveur.

Les champs nodaux sont transférés des grilles fines aux grilles grossières avec un opérateur de restric-
tion R et inversement des grilles fines aux grilles grossières avec un opérateur de prolongation P = R T

comme détaillé dans [9].
Cette stratégie est schématisée dans la figure 1.

grille fine

grille grossière

cycle MG

ν0 relax

ν1 relax

ν2 relax

ν2 relax︸ ︷︷ ︸
ν1 relax

restriction prolongation

FIGURE 1 – Schéma du principe d’un V-cycle multigrille.

La méthode présentée ici revient à utiliser une stratégie MG linéaire pour résoudre un problème
linéarisé comme dans [8], on parle de stratégies Newton-MG. Elle est habituellement moins performante
lorsque le module d’écrouissage est faible et sensible à l’initialisation de la solution [4]. Une autre option,
communément utilisée pour des problèmes non-linéaires, consiste à appliquer une stratégie MG non
linéaire comme la méthode de Stockage d’Applications Complètes (FAS) [2]. Dans les deux cas, les
variables internes décrivant le comportement du matériau sont généralement utilisées à tous les niveaux
de grilles. Dans [8], le comportement plastique est intégré uniquement à l’échelle fine et les variables
internes sont interpolées entre les niveaux MG. Par ailleurs, pour de bonnes performances du FAS il est
nécessaire d’intégrer directement le comportement plastique à toutes les grilles [4].

Dans ce travail, on souhaite conserver le couplage PCG-MG et la stratégie de construction des grilles
grossières homogénéisées proposés dans [10]. En effet, Liu a montré que cette structure permettait une
convergence optimale pour des propriétés matériaux très contrastées comme dans notre étude [11]. Cela
permet aussi de s’affranchir des coûts computationnels, d’implémentation et de mémoire induit par le
transfert des variables internes ou la résolution du comportement plastique à toutes les échelles. Ainsi, on
utilise le MG uniquement comme un accélérateur de convergence. On résout l’équilibre mécanique uni-
quement à l’échelle la plus fine et transfère uniquement des corrections de déplacement et deux propriétés
matériaux scalaires entre les grilles. Alors, le choix de la méthode d’évaluation du préconditionneur du
PCG est critique pour préserver une bonne qualité de convergence. On explore 2 stratégies différentes.

La première stratégie consiste à différencier le système linéaire résolu aux échelles fine et grossières.
À l’échelle fine, on propose de calculer le préconditionneur à partir du module tangent consistant C′.
Ainsi, pour un noeud j, la composante diagonale de la matrice de rigidité dans la direction c = {1,2,3},
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s’exprime comme

Kc
j = ∑

e
∑
g

wg

(
∑
m

∑
p

C′
mccpψ j,pψ j,m

)
(9)

avec C′ le module tangent consistant évalué au point de Gauss g. En revanche, aux échelles grossières,
on utilise un préconditionneur élastique, entièrement déterminé par les modules de compressibilité hy-
drostatique Bg et de cisaillement Gg aux points de Gauss. Ainsi, la composante diagonale de la matrice
de rigidité dans la direction c = {1,2,3}, s’exprime comme

Kc
j = ∑

e
∑
g

wg

((
Bg +

1
3

Gg

)
ψ j,cψ j,c +Gg ∑

m
ψ j,mψ j,m

)
. (10)

Pour la seconde stratégie, on complète la proposition précédente en améliorant les corrections appor-
tées par les grilles grossières. Pour cela, on calcule des propriétés élastiques équivalentes (B′,G′) à partir
du tenseur d’élasticité isotrope le plus proche [3] du module tangent consistant C′ :

9B′ =C′
1111 +C′

2222 +C′
3333 +2(C′

2233 +C′
3311 +C′

1122), (11)

15G′ =C′
1111 +C′

2222 +C′
3333 −C′

2233 −C′
3311 −C′

1122 +3(C′
1212 +C′

1313 +C′
2323), (12)

qui sont évaluées après chaque itération d’équilibre. Ainsi, on calcule un préconditionneur élastique
équivalent toujours en transférant uniquement deux propriétés matériau scalaires.

Dans les deux stratégies, on décompose le calcul en deux étapes : purement élastique puis élasto-
plastique. Ainsi, on propage plus rapidement le déplacement imposé pendant le calcul élastique. De plus,
on initialise la solution de l’incrément de chargement courant proportionnellement à celle de l’incrément
précédent.

3 Applications

3.1 Cas test élémentaire

Les deux stratégies MG retenues sont appliquées sur un cas test élémentaire et comparées avec l’uti-
lisation d’un préconditionneur totalement élastique. On considère un défaut sphérique unique représenté
par 8 voxels dans son diamètre et placé au centre d’un cube de 643 voxels (figure 2). Il est soumis à

FIGURE 2 – Image de la moitié du cube contenant le défaut sphérique.

un chargement uniaxial en déformation imposée selon z à uimp/L = 1.25%. Le matériau suit un modèle
élasto-plastique d’écrouissage linéaire isotrope avec E = 200 GPa, ν= 0.3, σy = 300 MPa et H =E/100.
L’intégration du comportement élastoplastique est effectuée avec MFront [6] et intégrée au solveur C++
avec MGIS [7]. L’incrément de chargement est choisi constant et fixé à ∆uimp/L = 0.012%. Les para-
mètres des cycles MG sont fixés à 3 niveaux de grille et ν0 = 30, ν1 = 2 et ν2 = 3 relaxations du PCG
respectivement sur la grille la plus grossière, lors des étapes de restriction et de prolongation.

La figure 3 présente le nombre cumulé de cycles MG nécessaires pour converger vers la solution,
pour les 3 stratégies :

1. préconditionneur totalement élastique : (B,G),
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2. préconditioneur tangent sur la grille fine et élastique sur les grilles grossières : C′+(B,G),

3. préconditionneur tangent sur la grille fine et élastique équivalent sur les grilles grossières : C′+
(B′,G′).
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FIGURE 3 – Nombre cumulé de cycles MG nécessaires pour converger vers la solution, pour les 3 stra-
tégies MG comparées.

La stratégie utilisant un préconditionneur élastique équivalent aux niveaux grossiers apparaît comme
la plus performante. En effet, on remarque une diminution de 37.4% du nombre de cycles multigrilles
nécessaires entre les stratégies 1 et 3. Plus particulièrement, l’utilisation combinée d’un préconditionneur
tangent à l’échelle fine et d’un préconditionneur élastique équivalent aux échelles grossières permet une
diminution de 15.5% du nombre de cycles MG nécessaires par rapport à la stratégie 2.

On analyse le comportement des deux stratégies à différents niveaux de plasticité. La figure 4 pré-
sente le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence du résidu d’équilibre pour un in-
crément de chargement. Le nombre de cycles multigrilles nécessaires à la résolution du système linéaire
est indiqué par le nombre de point (•) entre chaque itération (⋆).

Dans les trois cas, un seul cycle MG par itération est presque systématiquement suffisant pour que la
résolution du système linéaire converge. À faible niveau de plasticité, (figure 4a), les performances des
deux stratégies à préconditionneur tangent sont similaires avec un gain de près de 50% sur le nombre
d’itérations comparé à un préconditionneur totalement élastique. En revanche, lorsqu’un grand nombre
d’éléments entrent en plasticité (figure 4b) la stratégie aux modules d’élasticité équivalents est plus ef-
ficace avec une diminution de 27.7% du nombre d’itérations nécessaires par rapport à la stratégie 2.
Finalement, à plus haut niveau de plasticité (figure 4c), les performances des deux stratégies à précondi-
tionneur tangent sont une nouvelle fois similaires. On remarque aussi que l’initialisation choisie pour la
solution permet d’atteindre rapidement de faibles ordres de grandeurs du résidu d’équilibre.

Ainsi, pour la suite on retient la 3ème stratégie MG combinant préconditionneur tangent sur la grille
fine et modules d’élasticité équivalents sur les grilles grossières.

3.2 Composant LPBF

Les performances de la stratégie multigrille retenue permettent et facilitent des calculs sur des micro-
structures plus complexes, adaptées aux composants LPBF. Ainsi, la même simulation est effectuée avec
5 niveaux MG, sur un composant fin de dimensions 0.44×3.52×7.04 mm, discrétisé par 65×513×1025
voxels. Il est peuplé de défauts sphériques de diamètre d = 55 µm, soient 8 voxels, pour atteindre une po-
rosité de 1%. Ces derniers sont répartis en clusters structurés en motifs de grille, comme détaillé dans [5].
La figure 5 gauche, présente l’image de tomogaphie virtuelle correspondante avec les projections des
centre des défauts dans les 3 directions.

La figure 6 présente le nombre cumulé de cycles multigrilles nécessaires pour converger vers la solu-
tion présentée dans la figure 5 en utilisant un incrément de chargement adaptatif. Ainsi, la méthodologie
permet l’étude de structures fines et la caractérisation de l’impact mécanique de défauts critiques car
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FIGURE 4 – Nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence du résidu d’équilibre pour un
incrément de chargement à trois niveaux de plasticité différents.
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débouchants ou très proches des bords du composant.
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FIGURE 5 – Image du composant avec projection des centres des défauts dans les 3 directions (gauche).
Champ de plasticité cumulée p dans le composant LPBF à uimp/L = 1.25% (droite).
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FIGURE 6 – Nombre cumulé de cycles MG nécessaires pour converger vers la solution, pour le compo-
sant LPBF.

4 Conclusion et perspectives

Ces travaux présentent une stratégie multigrille peu coûteuse pour résoudre des problèmes élasto-
plastiques. Elle utilise le MG comme un accélérateur de convergence et une résolution différenciée aux
différents niveaux. Le comportement élastoplastique est évalué uniquement à l’échelle fine et transféré
aux grilles grossières sous forme de modules d’élasticité équivalents au module tangent. Les perfor-
mances de la méthode sont suffisamment satisfaisantes pour effectuer des calculs sur des composants
LPBF avec un grand nombre de degrés de liberté et des chargement significatifs.

La méthode proposée devra être appliquée à des images de tomographies réelles présentant une
géométrie non idéalisée et des niveaux de gris moins contrastés. Ses performances pourront aussi être
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évaluées pour d’autres modèles de comportement élasto-plastique.
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