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Résumé — Nous présentons une méthode de champs aléatoires pour modéliser la variabilité spatiale et
l’anisotropie des propriétés élastiques des matériaux composites à fibres discontinues (DLF). Notre ap-
proche s’appuie sur la description du tenseur d’élasticité à l’échelle mésoscopique par un champ aléatoire
non-Gaussien à valeur tensorielle, construit par transformation de champs Gaussiens. Nous présentons
également comment étalonner les hyperparamètres du modèle et identifier des réalisations du champ
tensoriel à partir d’observations surfaciques obtenues par corrélations d’images numériques.
Mots clés — Composites DLF, corrélation d’images numériques, FEMU, champs aléatoires

1 Introduction

Les matériaux composites à fibres discontinues (DLF), comme les SMC à fibre de carbone, ou com-
posites à chips, présentent un bon potentiel pour remplacer certaines pièces en acier dans l’industrie
automobile en raison de leur grande rigidité spécifique. Toutefois, en raison de l’utilisation de fibres
longues discontinues, les composites DLF présentent une microstructure hétérogène et une mauvaise
séparation d’échelles entre la microstructure et la pièce, ce qui pose des difficultés de caractérisation
mécanique. En particulier, la variabilité microstructurale a un impact non négligeable sur les propriétés
à l’échelle macroscopique [1, 2]. À l’échelle de la pièce, les propriétés mécaniques sont aléatoires et il
est alors difficile de garantir un certain niveau de performance en service.

Figure 1 – Mise en évidence de la variabilité spatiale des propriétés mécaniques des composites DLF. (a)
Coupe d’une tomographie RX d’une pièce SMC en fibres de carbone : les différents paquets de fibres
sont disposés aléatoirement au sein de la pièce ; (b) Champ de déformation obtenu par CIN lors d’un
essai de traction : la réponse mécanique présente une importante variabilité spatiale.

Les méthodes de modélisation des composites DLF doivent alors prendre en compte cette variabilité
spatiale. Dans l’état de l’art, les méthodes usuelles sont purement numériques et sont constituées des
étapes suivantes :

— Simulation du procédé de mise en forme, en l’espèce le moulage par thermocompression afin de
prédire l’état microstructural au sein de la pièce [3, 4, 5] ;

— Modélisation de l’état microstructural à l’échelle méscoscopique par un algorithme d’Adsorption
Séquentielle Aléatoire consistant en l’échantillonage d’orientation de fibres en chaque élément
du domaine [1, 2] ;

— Homogénéisation numérique basée sur des méthodes de champ moyen (e.g. Mori-Tanaka) ou sur
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des méthodes éléments finis afin de prédire les propriétés élastiques effectives [6].

Dans ces approches, la variabilité spatiale de la réponse mécanique est une conséquence directe des
paramètres des algorithmes utilisés à chaque étape. Ces approches présentent certaines limites, notam-
ment l’étape de simulation du procédé de mise en forme qui se base sur de nombreuses hypothèses
simplificatrices [3] et aboutit à une mauvaise fidélité des résultats dans certains cas (géométrie com-
plexe, écoulement de fluide important lors de la mise en forme). Dans ces travaux, nous présentons une
approche différente, ne requérant pas la simulation complexe du procédé de mise en forme, dans laquelle
la statistique spatiale est directement modélisée à l’échelle mésoscopique, et qui utilise des essais de cor-
rélation d’images numériques (CIN) afin d’étalonner les paramètres du modèle. La particularité de notre
modélisation est qu’elle s’appuie sur un champ aléatoire non-Gaussien pour représenter le tenseur d’élas-
ticité à l’échelle mésoscopique. Une approche similaire a déjà été mise en œuvre dans certains travaux
comme [7, 8] pour d’autres matériaux. L’approche proposée est plus spécifique au cas des composites
DLF et s’appuie sur le formalisme existant dans la littérature des composites DLF pour la construction du
modèle. Le formalisme mathématique pour la construction du modèle et l’identification des paramètres
se base sur notre précédent article [9] (présenté lors du CSMA2024), et le met en œuvre dans le cas des
composites DLF.

Les principales contributions de notre approche sont les suivantes :
— Modélisation des propriétés élastiques des composites DLF par un champ aléatoire à valeur ten-

sorielle. À la connaissance des auteurs, c’est la première fois qu’une méthode de ce type est
utilisée dans le cadre de l’étude des composites DLF;

— Une procédure d’étalonnage du modèle, à partir d’essais de CIN, est proposée, se basant sur nos
précédant travaux [9] ;

— Nous montrons que l’approche proposée permet de modéliser correctement la statistique spatiale
des composites DLF, par une validation de la méthode sur un jeu de données expérimentales.

2 Méthode

Dans cette section, nous présentons les grandes lignes de la méthode développée pour la modélisation
des propriétés élastiques des composites DLF. Dans toute la suite, les tenseurs d’ordre 1, 2 et 4 sont notés

¯
a,

˜
a et

˜̃
a respectivement.

2.1 Construction du modèle de champ aléatoire

On considère un domaine Ω ⊂ R3 représentant un composite DLF. On suppose une distribution
d’orientation de fibres 2D contenue dans le plan (xy), ce qui est une hypothèse réaliste pour de nom-
breuses pièces DLF [4]. Le domaine est occupé par un mélange de résine (thermoplastique ou ther-
modurcissable) et de fibres, caractérisé par : le tenseur d’élasticité isotrope de la résine

˜̃
CM désignant

respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson ; le tenseur d’élasticité isotrope transverse
des fibres, noté

˜̃
CF , le repère local des fibres

˜
Qz(¯

x)∈ SO(3) pour
¯
x ∈ ΩF , où ΩF ⊂ Ω est le sous-domaine

occupé par les fibres et
˜
Qz une matrice de rotation dans le plan des fibres. En tout point, le tenseur

d’élasticité à l’échelle microscopique peut s’écrire

∀
¯
x ∈ Ω, ∃

˜
Qz(¯

x) ∈ SO(3),
˜̃
C(

¯
x) = 1F(¯

x)
˜
Qz(¯

x) :
˜
Qz(¯

x) :
˜̃
CF :

˜
Qz(¯

x) :
˜
Qz(¯

x)+(1−1F(¯
x))

˜̃
CM (1)

où 1F est la fonction indicatrice de ΩF . La formulation (1) n’est pas utilisable dans un cadre réaliste
car l’état d’orientation des fibres

˜
Qz complet est inconnu, et difficilement observable sur une pièce com-

plète. Nous reformulons alors (1) à l’échelle mésoscopique, où en chaque point du domaine
¯
x ∈ Ω, nous

considérons les propriétés effectives d’un petit voisinage V (
¯
x) ⊂ Ω à l’instar de ce qui est fait dans le

formalisme développé dans les travaux d’Ostoja-Malyarenko [10]. Nous introduisons ainsi deux des-
cripteurs mésoscopiques : la densité locale de fibres d : Ω → [0;1], et la distribution d’orientation locale
de fibres représentée par un champ de tenseurs d’orientation d’ordre deux (dans le cas des distributions
planes) a2 : Ω → M2,2(R). Nous utilisons le formalisme des tenseurs d’orientation afin de représenter
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les distributions d’orientation, comme c’est couramment le cas dans la littérature associée aux compo-
sites DLF (e.g. dans [3, 6]). En réalité, comme détaillé dans [11], l’ensemble des tenseurs d’orientation
d’ordre deux a2(Ω) est une sous-variété de dimension 2. Une paramétrisation est obtenue à partir de la
diagonalisation de la matrice, qui peut se réécrire

∀
¯
x ∈ Ω, ∃

˜
Q ∈ SO(2), ∃λ ∈ [0;1], a2(¯

x) =
˜
QT

(
λ 0
0 1−λ

)
˜
Q. (2)

Cette diagonalisation offre une interprétation géométrique :
˜
Q(

¯
x) représente l’orientation principale de la

distribution de fibres dans le voisinage V (
¯
x), et |2λ−1| représente le degré d’anisotropie de la distribu-

tion. Cette modélisation à l’échelle mésoscopique nous conduit donc à considérer trois descripteurs géo-
métriques présentant une variabilité spatiale : d, λ et

˜
Q. Nous proposons alors de modéliser la variabilité

spatiale en introduisant deux champs Gaussiens auxiliaires, reliés aux descripteurs géométriques par des
transformations non-linéaires. Plus précisément, considérons les deux champs Gaussiens p0 ∼N (µ0,C0)
à valeur scalaire, et

¯
p1 ∼ N (

¯
µ1,

˜
C1) à valeur dans R2, où µ0 et

¯
µ1 sont les moyennes des distributions

marginales, et C0 et
˜
C1 les fonctions de covariance et covariance croisée. À partir de ces champs Gaus-

siens, on se ramène à la densité de fibres et au tenseur d’orientation d’ordre deux par des transformations
explicites. Pour la densité, on transforme simplement le premier champ auxiliaire par une sigmoïde :
d = 1/(1+ exp(−p0)). Avec cette définition, d est un champ non-Gaussien à valeur dans [0;1].

Pour le tenseur d’orientation, on se ramène d’abord à un champ à valeur dans le disque ouvert D2 par
la transformation H : R2 → D2 définie par H(

¯
p1) =

¯
p1/(∥

¯
p1∥+1). Puis, on pose λ = (∥H(

¯
p1)∥+1)/2,

et, pour ∥H(
¯
p1)∥> 0,

θ = arccos
⟨H(

¯
p1), ¯

ex⟩
∥H(

¯
p1)∥

. (3)

On définit alors le tenseur d’orientation à l’aide de la formule (2), en prenant λ(
¯
p1) pour λ, et la matrice

de rotation d’angle θ(
¯
p1) pour

˜
Q. On complète la définition par continuité avec a2(¯

0) =
¯
I2/2, où

˜
I2 est la

matrice identité. Cela nous permet ainsi de construire d’une part un champ aléatoire non-Gaussien d(
¯
p0)

à valeur dans [0;1] ; et d’autre part, un champ aléatoire a2(
¯
p1) à valeur dans la sous-variété de M2,2(R)

des tenseurs d’orientation d’ordre deux.

Pour terminer l’explication, on construit un champ aléatoire de tenseurs d’élasticité, par une transfor-
mation explicite des champs d(p0) et a2(

¯
p1). La transformation utilisée est une formule d’homogénéi-

sation de Voigt en deux étapes. Premièrement, on considère l’impact de la densité locale de fibres. On
définit alors le tenseur d’élasticité homogénéisé

˜̃
CUD correspondant à un composite unidirectionnel de

fraction volumique de fibres d(p0) :

˜̃
CUD(p0) = d(p0)

˜̃
C f +(1−d(p0))

˜̃
CM. (4)

Puis, on considère l’impact de la distribution d’orientation en calculant le tenseur élastique effectif d’un
empilement de composites unidirectionnels de propriétés

˜̃
CUD, et de distribution d’orientation a2. On

procède par une moyenne angulaire :

˜̃
Ceff =

∫ 2π

0 ˜
Q(a2(θ)) :

˜
Q(a2(θ)) :

˜̃
CUD :

˜
Q(a2(θ)) :

˜
Q(a2(θ))ψa2(θ) dθ. (5)

Dans (5), ψa2 est une distribution d’orientation reconstruite à partir de a2. Il s’agit d’une fonction d’in-
tégrale 1, symétrique et positive. L’intégrale (5) est de type « moyenne angulaire », et peut alors être
calculée en suivant la méthode décrite dans [3].

La formule (5) forme une construction d’un champ aléatoire non-Gaussien
˜̃
Ceff, par transformation

des champs Gaussiens p0 et
¯
p1, et paramétré par les propriétés mécaniques des matériaux utilisés,

˜̃
CF et

˜̃
CM. En particulier,

˜̃
Ceff est à valeur dans un ensemble borné, et les réalisations de

˜̃
Ceff représentent des

valeurs réalistes vis-à-vis du matériau considéré (en négligeant bien sûr la simplification que consiste
l’emploi d’une loi des mélanges de Voigt). Pour utiliser ce champ aléatoire, il reste à étalonner les hyper-
paramètres, en l’espèce les moyennes des distributions marginales µ0,

¯
µ1 et les fonctions de covariance

C0 et
˜
C1. Cela est l’objet de la section suivante.
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Remarque. Dans cette sous-section, plusieurs simplifications ont été utilisées afin d’aboutir à un mo-
dèle simple et de limiter le nombre d’hyperparamètres. Premièrement, nous avons paramétré

˜̃
Ceff par un

tenseur d’orientation d’ordre deux, et non quatre. Cela est discutable, notamment en vue des résultats de
la littérature (e.g. [11, 6, 4]). L’explication pourrait être adaptée au cas des tenseurs d’ordre quatre, en
utilisant la paramétrisation donnée dans [11], mais cela aboutirait à l’utilisation d’un plus grand nombre
de champs Gaussiens auxiliaires ; la question délicate étant de déterminer si les données expérimentales
issues de CIN sont suffisamment riches afin d’étalonner tous les hyperparamètres. De plus, un biais sta-
tistique est introduit sur la distribution marginale de

˜̃
Ceff par l’utilisation de transformations explicites.

Une alternative serait d’utiliser à la place des transformations paramétriques et d’identifier également ces
paramètres à partir des données expérimentales.

2.2 Étalonnage du champ aléatoire et identification des champs de paramètres

Cette sous-section présente deux volets : l’étalonnage des hyperparamètres du champ aléatoire défini
en section 2.1, puis l’identification d’une réalisation de ce champ à partir d’essais de corrélation d’images
numériques. La démarche repose largement sur nos travaux précédents [9], présentés au CSMA2024, qui
traitaient le même problème à partir de données synthétiques. Dans ces travaux, les champs Gaussiens
auxiliaires étaient scalaires et leur lien avec le champ de tenseur élastique n’était pas explicitement spé-
cifié. Le présent article applique la même méthodologie au modèle présenté en section 2.1. Nous en
rappelons donc uniquement les grandes lignes, en soulignant les adaptations nécessaires.

Une première simplification concerne la covariance croisée
˜
C1 du champ auxiliaire

¯
p1, que l’on sup-

pose de la forme
˜
C1 =C1˜

I2. Cette hypothèse néglige les dépendances entre composantes et reflète le rôle
symétrique des deux composantes de

¯
p1. Les fonctions de covariance C0 et C1 sont modélisées par une

covariance de Matérn [9] :

M(r;σ
2, ℓ,ν) =

σ221−ν

Γ(ν)

(r
ℓ

)ν

Kν

(r
ℓ

)
, (6)

où σ2, ℓ et ν désignent la variance marginale, la longueur caractéristique et un paramètre de régularité.
Pour faciliter l’interprétation, on utilise plutôt la longueur de corrélation ρ = ℓ

√
10ν, définie comme la

distance au-delà de laquelle la corrélation devient inférieure à 0.1. Les hyperparamètres associés à C0 et
C1 sont notés σ2

0,ρ0 et σ2
1,ρ1.

L’identification s’appuie sur une procédure itérative visant à optimiser les paramètres et hyperpara-
mètres afin de réduire l’écart entre le déplacement observé par CIN et le déplacement simulé, selon l’ap-
proche FEMU (Finite Elements Method Updating). On considère pour cela un essai de traction simple sur
une éprouvette composite mince instrumentée en CIN. La zone observée, notée Ωobs ⊂ ∂Ω, est maillée,
et l’on dispose d’un champ de déplacement uobs fourni par une CIN globale, ainsi que d’une force me-
surée Fobs. En suivant la formulation bayésienne de [9], l’estimateur du maximum a posteriori découle
du problème suivant, présenté dans une forme discrète :

pMAP = argmin
p:=(p0,p1)

Ju(p)+ JF(p)+ Jp(p), (7)

Ju(p) =
1
2
(uobs −u(p))T

Σ
−1
u (uobs −u(p)), (8)

JF(p) =
(F(p)−Fobs)2

2σ2
F

, (9)

Jp(p) =
1

∑
i=0

1
2
(pi −µi)

TΣ−1
Ci

(pi −µi). (10)

Ici et dans la suite, les notations en gras désignent la représentation discrète des champs dans une base
d’éléments finis P1 (scalaire pour p, vectoriel pour u). Le terme Ju pénalise l’écart entre déplacement
observé et simulé, JF l’écart de force macroscopique, et Jp correspond au prior Gaussien sur les champs
auxiliaires, cohérent avec la modélisation aléatoire précédente ; Σ

−1
Ci

est une approximation creuse de la
matrice de précision associée à la covariance de Matérn.
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Figure 2 – (a) et (b) : Montage expérimental pour l’essai de traction instrumenté par Stéréo-CIN. (c)
Profils de rupture pour trois des éprouvettes testées.

Pour des hyperparamètres fixés, l’optimisation de (7) est effectuée par un algorithme quasi-Newton,
le gradient étant calculé par la méthode de l’adjoint. La stratégie globale consiste à alterner identification
des paramètres et mise à jour des hyperparamètres à partir du variogramme des paramètres identifiés,
selon un schéma de Bayes empirique détaillé dans [9].

Une différence notable avec [9] est la présence de deux covariances de Matérn à étalonner. Pour stabi-
liser la procédure, l’étape fondée sur les variogrammes est réalisée à partir d’un ensemble d’éprouvettes
provenant de plaques fabriquées dans des conditions similaires. Chaque essai fournit ainsi une réalisation
supplémentaire du processus sous-jacent, permettant un étalonnage plus robuste des hyperparamètres de
covariance, sans modifier la fonction objectif (7) utilisée pour chaque éprouvette.

3 Résultats

Pour cette étude, nous avons réalisé des essais CIN sur un échantillon de douze éprouvettes SMC à
fibres de carbonne. Les éprouvettes ont été extraites de plaques de 2mm d’épaisseur, et ont une géométrie
basée sur une modification de la géométrie présentée dans [12]. Les proriétés matière des microconsti-
tuents sont précisées dans le tableau 1. Pour chaque essai, un déplacement de 2mm/min est appliqué
jusqu’à rupture, et l’essai est instrumenté par un système de stéréo-CIN avec une fréquence d’acquisition
de 0.5Hz. Un capteur de force mesure Fobs à chaque pas de temps. Le montage expérimental est illus-
tré en figure 2. Le champ de déplacement CIN a été calculé via un logiciel commercial appliquant une
méthode de CIN globale non régularisée. Quelques champs de déplacement corrélés sont représentés en
figure 3.

Résine vinylester Fibre de carbone
EM (GPa) νM

4.0 0.3
EL (GPa) ET (GPa) GLT (GPa) G23 (GPa) νLT

240 10 20 6.5 0.3

Table 1 – Propriétés élastiques des microconstituents du SMC utilisé.

La méthode décrite en section 2 est mise en oeuvre avec les résultats d’essais. Le maillage utilisé pour
les simulations est représenté en figure 4. On représente en figure 5 quelques résultats d’identification
de paramètres. Dans ce cas, les values identifiées pour les hyperparamètres sont σ0 = 0.4, σ1 = 0.4,
ρ0 = 8mm et ρ1 = 12mm. Nous évaluons la pertinence de notre modèle en comparant l’écart résiduel
entre le déplacement simulé et observé avec celui obtenu en utilisant des modèles plus simples. Cela est
représenté en figure 6. En guise de comparaison, nous avons considéré un modèle élastique isotrope avec
un module d’Young spatialement variable, et un modèle similaire en supposant que le champ de densité
d n’a pas de variabilité spatiale. Les résultats montrent que le modèle proposé aboutit à un résidu de
déplacement un ordre de grandeur plus bas que pour les deux autres modèles. Cela montre la pertinence
du modèle proposé pour représenter correctement les données mesurées.
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Figure 3 – Échantillon de champs de déplacement et de déformation corrélés à partir des essais. Dans
cette figure, les champs de déformation sont calculés à partir du champ de déplacement traité par un filtre
passe-bas.

Figure 4 – Représentation du jumeau numérique de l’essai : on considère un maillage surfacique de la
zone observée pour les simulations éléments finis, avec des conditions de Dirichlet sur les frontières
non-libres.
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Figure 5 – Résultats d’identification de paramètres pour trois éprouvettes considérées. (a) Déplacement
corrélé par CIN; (b) Déplacement simulé avec les paramètres identifiés ; (c) Champ de déformation
calculé à partir du déplacement CIN; (d) Champ de déformation simulé avec les paramètres identifiés ;
(e) Représentation combinée des paramètres identifiés : la densité de fibres d est représentée en niveaux
de gris, et les vecteurs correspondent à l’orientation principale du tenseur d’orientation identifié, et sont
de longueur 2λ−1.
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Figure 6 – Évolution du déplacement résiduel Ju pour chaque modèle de raideur considéré (a), (b) et (c).

4 Conclusion

Nous avons proposé une méthode de modélisation des propriétés élastiques des composites DLF
directement à l’échelle mésoscopique via une méthode de champs aléatoire non-Gaussien à valeur tenso-
rielle. Nous avons montré comment étalonner les paramètres du modèle à partir d’essais CIN. Le modèle
proposé permet notamment de représenter correctement l’anisotropie et la statistque spatiale du matériau
sans avoir besoin de mettre en oeuvre une chaine numérique complexe se basant sur la simulation du
procédé de mise en forme. Nous avons montré que la méthode proposée permet de représenter correc-
tement les données observées par CIN, et qu’il surperforme des alternatives plus simples. En terme de
perspectives, on pourrait s’intéresser à des géométries d’éprouvettes plus complexes, pour lesquelles la
statistique spatiale est corrélée à la géométrie, ce qui est le cas lors du moulage de pièces complexe. Dans
ce cas, des adaptations de la méthode seraient à enviseager pour représenter correctement le matériau.
Enfin, il serait intéressant de relaxer les différents biais statistiques formulés en section 2, notamment en
s’insprant des travaux de Soize [7].
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